1. Как провести через точку несколько прямых, параллельных данной

Среди аксиом Евклида была аксиома о параллельности прямых, а точнее, пятый постулат. В современной формулировке она говорит о существовании не более одной прямой, проходящей через данную точку вне данной прямой и параллельной этой данной прямой. Сложность формулировки пятого постулата породила мысль о возможной зависимости его от других постулатов, и потому возникали попытки вывести его из остальных предпосылок геометрии. Как правило, это заканчивалось неудачей. Наконец, в начале XX века почти одновременно сразу у нескольких математиков: у К. Гаусса в Германии, у Я. Больяи в Венгрии и у Н. Лобачевского в России возникла мысль о существовании геометрии, в которой верна аксиома: на плоскости через точку, не лежащую на данной прямой, проходят по крайней мере две прямые, не пересекающие данную. В силу приоритета Н. Лобачевского, который первым выступил с этой идеей в 1826, и его вклада в развитие новой, отличной от евклидовой геометрии последняя была названа в его честь «геометрией Лобачевского».

2. Простейшие математические бильярды

Математическая идеализация обычного бильярда привела к понятию математического бильярда, введенному американским математиком Дж. Биркгофом в начале 20-го века. Оказалось, что некоторые задачи физики сводятся к изучению математических бильярдов. Вначале рассматривается простейший бильярд в круге, и показывается как его исследование сводится к исследованию жестких поворотов окружности. Затем рассматривается бильярд в прямоугольнике, и показывается, что изучение этого бильярда сводится к изучению геодезических линий на поверхности, которая является границей бублика (двумерный тор).
3. Инверсия и прямило Липкина
Со времён изобретения Джеймсом Уаттом паровой машины стояла задача построения шарнирного механизма, переводящего движение одного шарнира по окружности в движение другого шарнира по прямой, т.е. спрямляющего механизма, или прямила. Долгое время учёные и инженеры не могли решить эту задачу, строили приближённые прямила, где ведомый шарнир ходил не строго по прямой, но рядом, не очень далеко удаляясь от неё. А окончательно решить задачу создания прямила помогла красивая математика.

4. Хаос на отрезке
Оказывается,  обыкновенный отрезок допускает динамику, в которой наблюдается все открытые современной наукой эффекты, включая наличие точек любого периода,  влекущее хаос.
5. Сравнение бесконечных множеств. Континуум гипотеза
Выясняется, как сравнивать бесконечные множества. Вводится понятие мощности множества, доказывается несчетность множества действительных чисел. Обсуждается вопрос о существовании самого мощного множества. Рассказывается о континуум гипотезе и ее решении Коэном.

6. Первоначальные понятия топологии
Определение топологических пространств. Метрическая топология. Непрерывные отображения топологических пространств. Топологическая эквивалентность. Понятие топологической классификации. Примеры.

7. Классификация замкнутых поверхностей

Двумерные топологические многообразия. Триангуляция. Эйлерова характеристика поверхности. Ориентируемость и классификация замкнутых двумерных многообразий. Задача Эйлера о многограннике.

8. Фракталы и системы исчисления
Фракталы в геометрии и в природе. Примеры построения фракталов. Системы исчисления и их связь с фракталами.

9. Реккурентность и индукция
Существует множество хорошо известных и просто формулируемых задач на эту тему (например, задачи о Ханойской башне и разрезании плоскости прямыми). Также эта тема часто встречается в олимпиадах.

10. Скорость роста функции и экспонента
Иллюстрируется задачами о сложении листа бумаги пополам или зёрнах на шахматной доске. Тема часто применяется в информатике и анализе алгоритмов. Соответственно, можно заодно рассказать и о проблеме P-NP и об экспоненциальных задачах вообще.
   11. О числе e, натуральном логарифме и связанной с ними  бизнес-идее.
Предыдущие примеры приводят к пониманию числа e  как универального показателя роста. Предлагается разобраться в том, как в природе возникает число e (а также некоторые  другие иррациональные числа), что натурального (природного) в натуральном логарифме, зачем нужен логарифм.
12. Логика
Тема хороша тем, что в ней встречаются как и "игровые" задачи про рыцарей-лжецов, так и интересные теоремы (например, Гёделя о полноте).

13. Билларды в многугольниках и слоения на поверхностях

Свойства траектории  биллиардного шара, оказывается, связаны  с серьезной математикой 
14. Задача о блинах

Два блина произвольной формы  лежат  один на другом. Доказать, что  можно одним разрезом ножа  разделить  оба блина на две части равные по площади.
15. Удивительные линии
По «определению» Евклида, линия есть длина без ширины. Это определение не является строгим,  тем не менее, до 19 века математики довольствовались «очевидностью» этого объекта. Первым попытался дать строгое определение линии К. Жордан (линия – след непрерывно движущейся точки). Оказалось, однако, что под это определение подходит кривая Пеано – след движущейся точки, заметающий квадрат!  Предлагается разобраться, чем кончилось дело и познакомиться с удивительными, непривычными линиями (снежинка Коха, ковер Серпинского и т.д.).

16. Теорема Жордана
Предыдущая задача показывает, что даже такой простой объект как линия, при попытке формализации, приносит массу сюрпризов. Один из таких сюрпризов --- история доказательства следующего «очевидного» факта: любая замкнутая линия делит плоскость на две части. 

17. Задача о раскраске карты
Теорема о четырёх красках утверждает, что всякую расположенную на сфере карту можно раскрасить четырьмя красками так, чтобы любые две области, имеющие общий участок границы, были раскрашены в разные цвета. При этом области могут быть как односвязными, так и многосвязными (в них могут присутствовать "дырки"), а под общим участком границы понимается часть линии, то есть стыки нескольких областей в одной точке общей границей для них не считаются. Эта теорема была сформулирована Фрэнсисом Гутри (англ.) в 1852 году, однако доказать ее долгое время не удавалось. 

Аналогичная задача о пяти красках, тем не менее, имеет несложное решение.

18. Теорема о неподвижной точке
Теорема о неподвижной точке имеет совсем уж абстрактную формулировку, но приводит к интересным прикладным следствиям.
19. Простейшая динамика
Предлагается рассмотреть и исследовать простейше математические модели процессов различной природы (распространение эпидемии, сосуществование двух видов, война).
20. Озера Вада и аттрактор Плыкина
И невозможное возможно, если это математика! Японский математик Вада в начале прошлого столетия разрушил стереотипное представление о кривой, как о линии делящей плоскость на две части, построив кривую, являющуюся границей сразу трех областей – озер Вада. Пол века спустя Роман Васильевич Плыкин обнаружил озера Вада в динамических системах
21. Странный диск

Граница круга – окружность. Не так ли? Так, но не совсем. Например, можно построить диск, границей которого является тор и он же является границей прямой. 
