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Аннотация. Работа посвящена актуальной тематике описания операторов суперпо-
зиции, действующих на функциональных пространствах конечной вариации. В ней 
представлены результаты, развивающие и обобщающие недавние исследования 
Я. Матковского, Я. Мища, Д. Уотермана, В. В. Чистякова: введено понятие полной 
двумерной Λ –вариации функций двух действительных переменных, показано, что 
класс Уотермана функций двух переменных конечной полной Λ –вариации образу-
ет банахово пространство. Также приведено описание генератора оператора супер-
позиции типа Немыцкого, действующего на пространстве Уотермана и удовлетво-
ряющего условию Липшица. 
Ключевые слова: функции двух переменных, Λ –вариация Уотермана, оператор су-
перпозиции (Немыцкого), условие Липшица. 

 
 
     Пусть [ ] [ ]1 1 2 2, ,I a b a b= ×  – некоторый прямоугольник (область определения функ-

ций), где ( ) ( ) 2
1 2 1 2, , ,a a a b b b R= = ∈ , такие, что 1 1a b≤ , 2 2a b≤ . Будем писать 1 2x (x ,x )= , 

1 2y (y , y )=  для 2x, y R∈  и считать, что x y≤ , если 1 1x y≤ , 2 2x y≤ . Обозначим через IR  

множество всех функций, действующих из I в R. Далее, пусть { } ( )1
0,i i

λ ∞

=
Λ = ⊂ ∞  –  не-

убывающая последовательность чисел, для которой ряд 2
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1/ i
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∞

=
∑  расходится. Такую по-

следовательность назовем последовательностью Уотермана. 
     Определим функцию ( ) [ ]2 1 1, : ,f a a b R⋅ →  по правилу: ( )( ) ( )2 2, ,f a t f t a⋅ = , 

1 1a t b≤ ≤ . Для такой функции (обычная) Λ –вариация в смысле Уотермана [7, 37] на 
отрезке [ ]1 1,a b  определяется правилом: 
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где супремум берется по всем m N∈ , всем наборам отрезков [ ] [ ]1 1, ,i i a bα β ⊂ , 
1i ,...,m= , таким, что 1 1 1 2 2 ... m ma α β α β α β≤ < ≤ < ≤ ≤ < ≤ 1b  и всем перестановкам 

{ } { }: 1,..., 1,...,m mσ → . Аналогичным образом определяется Λ –вариация ( )( )1,V f aΛ ⋅  

функции ( )( ) ( )1 1, ,f a s f a s⋅ = , 2 2a s b≤ ≤ . 

     Для функции двух переменных If R∈  двумерной Λ –вариацией в смысле Уотер-
мана [4, 399] на I называется выражение 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2,

1 1

, , , ,
, sup ,

m n i j i j i j i j

i j i j

f f f f
V f I

σ ν

α γ β δ α δ β γ

λ λΛ
= =

+ − −
= ∑∑   

 
где супремум берется по всем парам ( ) 2,m n N∈ , всем наборам отрезков 

[ ] [ ]1 1, ,i i a bα β ⊂ , 1i ,...,m= , таким, что 1 1 1 2 2 ... m ma α β α β α β≤ < ≤ < ≤ ≤ < ≤ 1b , всем на-

борам отрезков [ ]2 2, ,j j a bγ δ⎡ ⎤ ⊂⎣ ⎦ , 1j ,...,n= , таким, что 2 1 1 2 2 ... na γ δ γ δ γ≤ < ≤ < ≤ ≤ <  

2n bδ< ≤  и всем перестановкам { } { }: 1,..., 1,...,m mσ →  и { } { }: 1,..., 1,...,n nν → . 

     Введем понятия полной Λ –вариации Уотермана для функции If R∈ ([5, 205], 
1iλ = , i N∈ ) правилом 

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 1 2,, , , , ,TV f I V f a V f a V f IΛ Λ Λ Λ= ⋅ + ⋅ +   

 
и пространства Уотермана функций конечной полной Λ –вариации  
 

( ) ( ){ }:   , .BV I f I R TV f IΛΛ = → < ∞   
 
     Известно [2, 104], что в случае, когда 1iλ =  для всех i N∈ , пространство 

( ) ( )BV I BV IΛ =  функций конечной вариации в смысле Харди – Витали – Краузе, явля-
ется банаховой алгеброй. Для рассматриваемого случая iλ , являющихся членами по-
следовательности Уотермана, справедлив следующий результат: 
      Теорема 1. Множество ( )BV IΛ  является банаховым пространством относительно 
обычных поточечных операций и нормы:  
 

( ) ( ), ,f f a TV f IΛ= +      ( )f BV I∈Λ . (1) 
 
     Всюду ниже оператором суперпозиции (типа Немыцкого), порожденным генера-
тором :h I R R× → , называется оператор, определенный для всех x I∈  и If R∈  пра-
вилом:  
 

( ) ( )( ) ( )( ) , ( ) .f x f x h x f xΗ ≡ Η =  (2) 
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     В [3, 411] и [1, 456] получено представление липшицева оператора суперпозиции, 
действующего в пространствах ( )BV IΛ  вещественнозначных функций одной перемен-
ной и функций одной переменной со значениями в метрических полугруппах и абст-
рактных выпуклых конусах соответственно. В [2, 108] описан липшицев оператор су-
перпозиции, действующий в пространстве ( )BV I  Харди – Витали – Краузе функций 
двух переменных (случай 1iλ =  для всех i N∈ ). 
     В настоящей работе представлено обобщение результатов [3] и [2] на случай про-
странства ( )BV IΛ  функций двух вещественных переменных, а именно представлено 
необходимое условие на генератор оператора суперпозиции, при котором последний 
является липшицевым. 
     Для заданной функции ( )f BV I∈Λ  определим ее левую регуляризацию * :f I R→  
правилом [2, 109]: 
 

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( 0, 0) 1 2 1 1 1 2 2 2

( , ) ( 0, 0) 1 2 1 1 1 2 2*
1 2

( , ) ( 0, 0) 1 2 1 1 2 2 2

( , ) ( 0, 0) 1 2

lim ( , ),  если  и ,
lim ( , ), если  и ,

,
lim ( , ), если  и ,
lim ( ,

y y x x

y y x a

y y a x

y y a a

f y y a x b a x b
f y y a x b x a

f x x
f y y x a a x b
f y y

→ − −

→ − +

→ + −

→ + +

≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ =

=
= ≤ ≤

1 1 2 2), если  и .x a x a

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ = =⎩

 

 
     Запись ( ) ( )1 2 1 2, 0, 0y y x x→ − −  следует понимать так, что ( )1 2,y y I∈ , 1 1y x< , 2 2y x<  

и ( ) ( )1 2 1 2, ,y y x x→  в 2R , и аналогично для остальных трех пределов. 
     Функцию :f I R→  назовем непрерывной слева, если 

1 2 1 2( , ) ( 0, 0) 1 2lim ( , )y y x x f y y→ − − =  

1 2 1 1 1 2 2 2( , ) для всех   ( , ] и ( , ],f x x x a b x a b= ∈ ∈  и через *( )BV IΛ  обозначим подмножест-
во ( )BV IΛ  всех непрерывных слева на 1 1 2 2( , ] ( , ]a b a b×  функций. 
     Теорема 2. Если оператор H, определенный согласно (2), действует из ( )BV IΛ  в се-
бя и является липшицевым в смысле нормы (1) этого пространства, то найдутся две 
функции *

0 1, ( )h h BV I∈Λ  такие, что имеет место представление [6, 155]: 
 

*
0 1( , ) ( ) ( )  для всех    и ,h x u h x h x u x I u R= + ⋅ ∈ ∈   

 
где *( , )h x u  – левая регуляризация функции ( , )h x u , определенная для каждого фикси-
рованного u R∈ . 
Замечание. В общем случае функция *h  в полученном представлении не может быть 
заменена функцией h , что показано в [6, 157] для случая функций одной переменной и 
в [2, 109] для случая пространства Харди функций двух переменных. 
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Abstract. Our paper is devoted to the description of the superposition operators which 
map on function spaces of finite variation. We present the results which develop and gen-
eralize the recent researches by J. Matkowski, J. Mis, D. Waterman and V.V. Chistyakov: 
we introduce the notion of a total (two-dimensional) Λ –variation for functions of two 
real variables and show that the Waterman class of these functions with finite total varia-
tion is a Banach space. Also, we give the description of the Lipschitzian superposition 
(Nemytskii) operator mapping the Wateman class into itself. 
Keywords: functions of two variables, Waterman Λ –variation, Nemytskii superposition 
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Аннотация.  В статье рассматривается сильно непрерывная полугруппа операторов, 
которая является гиперболической (или допускает экспоненциальную дихотомию). 
Для исследуемой полугруппы операторов строится функция Грина, которая играет 
важную роль в представлении слабых ограниченных решений дифференциальных 
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уравнений. Используя частотную характеристику оператора и интегральный крите-
рий качества дихотомии, в статье получены оценки функции Грина, построенной 
по гиперболической полугруппе операторов. Результаты данной статьи получены с 
существенным использованием методов гармонического анализа. 
Ключевые слова: гиперболическая полугруппа операторов, экспоненциальная дихо-
томия, функция Грина. 

 
     Пусть H - комплексное гильбертово пространство, EndH - банахова алгебра линей-
ных ограниченных операторов, действующих в H. 
     Пусть линейный оператор HHADA →⊂)(: является генератором (инфинитези-
мальным оператором) сильно непрерывной полугруппы операторов, 

EndHT →∞=+ ],0[R: , т.е. полугруппы класса C0 [9]. 
     Обозначим через EndHAAR →⋅ )(:),( ρ  резольвенту оператора A, т.е. 

)(,)(),( 1 AIAAR ρλλλ ∈−= − ,  где )(\C)( AA σρ =  - его резольвентное множество, 
символом )(Aσ  обозначается спектр оператора A и I - тождественный оператор в H. 
     Полугруппа операторов EndHT →+R:  называется гиперболической (или допус-
кающей экспоненциальную дихотомию), если выполнено условие 
 

I =T))1((Tσ Ø (1) 
 
где ))1((Tσ  - спектр оператора T(1) и }1:C{T =∈= λλ . 
     Необходимые и достаточные условия гиперболичности групп и некоторых классов 
полугрупп операторов были получены в статье [2]. 
     Далее в статье будем рассматривать гиперболическую полугруппу EndHT →+R: . 
Условие гиперболичности (1) полугруппы T гарантирует, что выполнено свойство 
 

=I )R()( iAσ Ø (2) 
 
и величина 
 

∞<=
∈

),(sup)(
R

AiRA ξγ
ξ

. (3) 
 
Соответствующий результат содержится в статье [3]. 
     Более того, в [3] доказано, что совместное выполнение условий (2), (3) эквивалентно 
условию (1). 
     Пусть выполнено условие гиперболичности (1) полугруппы T. Тогда спектр опера-
тора T(1) представим в виде 
 

U outtinT σσσ =))1(( , (4) 
 
где 

}1:))1(({ <∈= λσλσ Ttin ,  
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}1:))1(({ >∈= λσλσ Tout .  

 
Поэтому гильбертово пространство H представимо в виде прямой суммы 
 

outint HHH ⊕=   
 
замкнутых подпространств intint ImPH = , 

outout ImPH = , intout PIP −=  (образы проекторов), 
где проектор Рисса 

intP  построен по спектральной компоненте intσ , т.е. определяется 
формулой 
 

∫−=
T

))1((,(
2
1 λλ
π

dTR
i

Pint . (5) 

 
     Лемма 1. Подпространства intH , 

outH  инвариантны относительно операторов 
0),( ≥ττT . 

Доказательство. Используя формулу (5), получаем равенства 
 

0),()())))1((,(
2
1(

))1((,()(
2
1

T

T

≥=−

=−=

∫

∫

τττλλ
π

λλτ
π

τ

TPTdTR
i

dTRT
i

)PT(

int

int
 ,  

 
означающие перестановочность операторов 0),( ≥ττT  с проектором 

intP  (и, следова-
тельно, с 

outP ). При этом используется факт перестановочности оператора )(τT  и ре-
зольвенты [9, 355]. Поэтому подпространства intH , outH  инвариантны относительно 
операторов 0),( ≥ττT . Лемма доказана. 
Доказанная лемма позволяет рассмотреть две полугруппы операторов 
 

outoutintint EndHTEndHT →∞=+→∞=+ ],0[R:,],0[R:  ,  
 

.0,)()(,)()( intint ≥== tHtTtTHtTtT outout   
 
Следовательно, 0),()()( int ≥⊕= ttTtTtT out , относительно разложения .int outHHH ⊕=  
     Поскольку outoutTT σσσσ == ))1((,))1(( intint , то )1(,1))1(( int outTTr < - непрерывно обра-
тимый оператор, и 1))1(( 1 <−

outTr (здесь и далее через )(Br обозначен спектральный ра-
диус оператора B). Из этих оценок следует (см. [3])существование постоянных 

0,,1, 2121 >≥ γγMM , таких, что 
 

.0,)(,)( 21
2

1
1int ≥≤≤ −−− teMtTeMtT t

out
t γγ  (6) 
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     При этом полугруппа 0),( ≥ttTout , допускает расширение на R до группы операто-
ров, обозначаемой тем же символом  outT (полагается 0,)()( 1 <−= − ttTtT outout [3]). 
     Для гиперболической полугруппы операторов EndHRT →∞=+ ],0[: определим 
функцию EndHRGG A →= : следующим образом: 
 

⎩
⎨
⎧

<−

≥−
=

− .0,)(
;0,)(

)(
1

int

ττ
ττ

τ
outout

A PT
PT

G   

 
Непосредственно из определения функции 

AG  и оценок (6) следует 
     Лемма 2. Имеет место оценка 
 

ReMGA ∈≤ − ττ τγ ,)( 0

0  (7) 
 
где 0,1 00 >≥ γM - некоторые постоянные. 
     Оценка (7) отмечалась, например, в [3],[1], [10]. 
     Построенная (в условиях гиперболичности полугруппы T ) функция AG  играет важ-
ную роль в представлении слабых ограниченных решений дифференциального уравне-
ния 
 

,),( RttfAxx ∈+=&  (8) 
 
где функция f принадлежит банахову пространству ),( HRCb  непрерывных ограничен-
ных функций, определённых на R и со значениями в H с нормой 

).,(,)(sup HRCxtxx b
Rt

∈=
∈

 

     Под слабым решением уравнения (8) понимается непрерывная функция 
HRx →: , такая, что для всех ts <  из R  выполняются равенства: 

 

∫ −−−=
t

s

dftTsxstTtx .)()()()()( τττ   

 
     В статье [1] установлено, что уравнение (8) имеет единственное (слабое) решение 

),( HRCx b∈ для любой функции ),( HRCf b∈ , и оно представимо в виде 
 

∫ ∈−=
R

A RtdftGtx ,)()()( τττ  . (9) 
 
     По этой причине функцию 

AG  называют функцией Грина [5]( AG  - ядро интегрально-

го оператора, являющегося обратным к дифференциальному A
dt
dL +−= , рассматривае-

мому в пространстве ),( HRCb [1]). 
     Из формулы (9) следует оценка: 
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∞∞ ∫≤ fdGx
R

A ))(( ττ  .  

 
     Из неё следует важная роль оценки величины ∫=

R
AA dGG ττ )(

1
. Она может быть 

вычислена через постоянные 00 ,γM  из (7). Однако в лемме 2 утверждается только су-
ществование таких постоянных в оценках (7). 
     В данной статье для оценки величины 

1AG  используются следующие величины: 
 

,),(sup)( AiRA
R

λγ
λ∈

=    

 

∫=
≤ Rx

dxAiRA ,),(
2
1sup)( 2

1
λλ

π
ν    

 
.)(sup)(

10
tTTk

t≤≤
=  .  

 
     Величина )(Aγ важна тем, что даёт точное равенство )(1 AL γ=− для нормы обрат-
ного оператора к дифференциальному оператору 

),(),()(:/ 22 HRLHRLLDAdtdL →⊂+−= , рассматриваемому в гильбертовом про-
странстве 22 ),( LHRL =  измеримых функций HRx →: , для которых конечна величи-

на 2
12

2
))((∫=

R

dttxx , со скалярным произведением  

∫ ∈=
R

H Lyxdttytxyx 2,,))(),((,  .  

 
     Величина )(Aγ  использовалась для оценок норм обратных к дифференциальным 
операторам в статьях [1],[8]. В работе [8] она называлась частотной характеристикой 
оператора A .  
     В статье [1] для EndHA∈ получена оценка: 
 

),)()((4 21 AAAL γγ
∞∞

− +≤  (10) 
 
где 

∞

−1L - норма обратного к оператору ).,(),()(:/ HRCHRCLDAdtdL bb →⊂+−=  
     В монографии [4] для EndHA∈ ,  где H - конечномерное пространство, использо-
валась величина )(Aν , называемая интегральным критерием качества дихотомии, и 
была получена следующая оценка: 
 

.))(2()( )(22
1 A

t

A eAAtG νν
−

≤  (11) 
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     В частности, из (11) следует, что
 .)()(24 2

3
2

1

1
AAGA ν≤  

     Существенным недостатком оценок (10), (11) является использование величины A . 
Условие ограниченности оператора A было снято в статье [3], вместо величины A  в 
оценках стала использоваться величина )(Tk , при этом стали применяться отличные 
от известных методы оценок. 
    Отметим ещё полученную в [10] оценку 
 

)()( AA νγ ≤  .  
 
     Результаты данной статьи получены с существенным использованием методов гар-
монического анализа. В частности, используется тождество Планшереля для функций 
из ),(2 HRL  и преобразование Фурье для векторных функций. 
     При оценках рассматриваемых далее интегралов учитывается, что подинтеграль-
наые выражения либо суммируемы, либо принадлежат ),(2 HRL . 
В статьях [2], [3] получена 
     Лемма 3. Если выполнено условие (1) (эквивалентные ему условия (2), (3)), то име-
ют место равенства: 
 

∫ ∈=−

R

ti
A RxAiRdtxetG ,,),()( λλλ  (12) 

 

∫ ∫ ∈=
R R

A RdxAiRdtxtG ,,),(
2
1)(

22 λλλ
π

 (13) 

 
для всех  .Hx∈  
     Доказательство. Для каждого вектора Hx∈  рассмотрим функцию 

HRxtGt A →:)(a .  
     Непосредственно из определения функции 

AG  следует, что она непрерывна, исклю-
чая точку нуль и суммируема (см. оценку (7)). 
     В частном случае, если Т экспоненциально убывающая полугруппа операторов, то 

0,0)(,0),()( <=≥−= ttGttTtG AA . В этом случае равенство (12) хорошо известно, 
обычно оно приводится в любой монографии по теории полугрупп операторов (см., на-
пример, [9, 354]). 
     Непосредственно из вида функции Грина 

AG  следует, что она является прямой сум-
мой двух полугрупп операторов (одной из которых является 

intT )  относительно разло-
жения outHHH ⊕= int . 

     Имеют место равенства: 
 

.),,(),(),(

)()()(

int

0
intint

0
1

RxAiRxPAiRxPAiR

dtxePtTdtxePtTdtextG

out

titi
outout

ti

R
A

∈=+

=−−= ∫∫∫
∞

−

∞−

−−−

λλλ

λλλ
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     При этом учитывалось, что outout EndHRT →:  - группа операторов, причём 
0),()( 1 ≥−=− ttTtT outout .  

     Из теоремы Планшереля  [7, 349] следует принадлежность каждой из функций 
 

HxHRxAiR ∈→ ,:),( λλ a    
 
гильбертову пространству ),(2 HRL  и выполнение равенства: 
 

∫ ∫=
R R

A dxAiRdtxtG .),(
2
1)(

22 λλ
π

  

 
     Лемма доказана. Краткий вариант доказательства леммы 3 приведён в [2]. 
     Отметим, что из равенства (13) леммы 3 следует .)( ∞<Aν  Действительно, по-
скольку функция AG  допускает оценку (7), то  .,)( 022

0

2 ReMGA ∈≤ − ττ τγ  Тогда в силу 
равенства (13) получаем: 

∫∫ ≤= .)(),(
2
1

0

2
02

x
M

dxGdxAiR A
R γ

ττλλ
π

 Таким образом, .)(
0

0 ∞<≤
γ

ν
MA  

     Аналогичные оценки верны для резольвенты генератора *A сопряжённой полугруп-
пы *T . При этом .,)()( * RttGtG AA ∈= .  Следовательно, .),(

2
1sup)(

2*

1

* ∞<= ∫
≤

λλ
π

ν dxAiRA
Rx

. 

     Формулу (12) можно трактовать следующим образом: для каждого вектора Hx∈  
функция xAiR ),( λλ a  (принадлежащая гильбертову пространству  измери-
мых и суммируемых с квадратом нормы функций, определённых на R со значениями в 
H) является преобразованием Фурье функции .:)( HRxtGt A →a  Формулу (13) можно 
рассматривать как тождество Планшереля для указанных функций. Следовательно, 
функция xtGt A )(a  допускает представление вида (где интеграл понимается в смысле 
главного значения) 
 

∫ ∈∈=
R

ti
A HxRtdxeAiRxtG ,,,),(

2
1)( λλ
π

λ  (14) 

 
т.е. является обратным преобразованием Фурье от функции .,),()( RxAiRy ∈= λλλ    
Из (14) для любых Hyx ∈,  получаем: 
 

.,),),((
2
1),)(( RtdeyxAiRyxtG ti

R
A ∈= ∫ λλ

π
λ   

 
     Из тождества Гильберта [6] для резольвенты оператора A следует, что подинте-
гральная функция RyxAiRyx ∈= λλλϕ ),,),(()(,

 дифференцируема, и её производная 
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.),,),(()( 2'
, RyxAiiRyx ∈= λλλϕ  Следовательно, из (14), учитывая суммируемость 

функции ,:),)(( CRyxtGt A →a  получаем равенство: 
 

∫ ∈=
R

ti
A RtdeyxAiRiyxtitG .,),),((

2
),)(( 2 λλ

π
λ  (15) 

 
     Из этого равенства вытекает, что имеет место 
     Лемма 4. Функция AG  допускает оценку вида: 
 

.0,
)()(

)(
*

≠≤ t
t

AA
tGA

νν  (16) 

 
     Доказательство. Используя неравенство Шварца, из отмеченного выше и  (14), полу-
чаем (благодаря свойствам преобразования Фурье) равенства 
 

∫
∫

∫∫

∫∫

∈≤≤

≤

≤−≤−

≤≤=

R

R

RR

RR

ti
A

HyxyxAA

dyAiRdxAiR

dyAiRxAiRdyAiRxAiR

dyxAiRdeyxAiRyxtitG

.,,1,1,)()(

)),(
2
1()),(

2
1(

),(),(
2
1)),(,),((

2
1

),),((
2
1),),((

2
1),)((

*

2
12*2

12

**

22

νν

λλ
π

λλ

π

λλλ
π

λλλ
π

λλ
π

λλ
π

λ

 

 

 
     В силу произвольности выбора  Hyx ∈, положим xtitGy A )(= , тогда 
 

.)()()()( *2 xtitGxAAxtitG AA νν≤   
 

 

Следовательно, 0,
)()(

)(
*

≠≤ t
t

AA
tGA

νν . Лемма доказана. 

     Лемма 5. Пусть оператор EndHB∈  таков, что 
 

.1)( <AB γ   
 
     Тогда BA+ - генератор гиперболической полугруппы операторов EndHRT →:~  и 
имеют место оценки 
 

,
)(1

)()(
AB

ABA
γ

γγ
−

≤+  (18) 

 

.
))(1(

)()(
2AB

ABA
γ

νν
−

≤+  (19) 
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     Доказательство. Оператор BA+  (в силу [9], [6]) является генератором некоторой 
полугруппы операторов T~ класса 0C . Докажем, что условие (17) гарантирует выпол-
нение свойства =∩+ )()( iRBAσ Ø . 
     Из представления RIiAAiBRIIiBA ∈−+=−+ λλλλ ),))(,((  
следует (ввиду выполнения условия (17)), что =∩+ )()( iRBAσ  Ø  и резольвента 
оператора BA+  на мнимой оси iR имеет вид: 
 

∑ ∑
∞

=

∞

=

∈−=−=+
0 0

.),,()),(()1()),(()1(),(),(
n n

nnnn RAiRAiBRAiBRAiRBAiR λλλλλλ  (20) 

 
     Из этого представления получаем оценку: 
 

,
)(1

)(
)(1

1),(sup),(sup)(
AB

A
AB

AiRBAiRBA
RR γ

γ
γ

λλγ
λλ −

=
−

≤+=+
∈∈

  

 
т.е. верна оценка (18). Из (20) также получаем, что 
 

),(
))(1(

1),()),(()1(sup
2
1

),(sup
2
1)(

2

2
2

01

2

1

A
AB

dxAiRBAiR

dxBAiRBA

R n

nn

x

Rx

ν
γ

λλλ
π

λλ
π

ν

−
≤−

≤+=+

∫ ∑

∫
∞

=≤

≤   

 
т.е. доказана оценка (19). Лемма доказана. 
     Теорема 1. Функция Грина EndHRGA →: допускает оценки вида 
 

0,
))(1(

)()(1)(
2

*

≠
−

≤ − te
A
AA

t
tG t

A
α

αγ
νν  (21) 

 
Для любого числа 0>α , удовлетворяющего условию )(

1
Aγ

α < . В частности 

 

0,)()(4)( )(2* ≠≤
−

teAA
t

tG A
t

A
γνν  (22) 

 

Доказательство. Пусть число 0>α  удовлетворяет условию )(
1
Aγ

α < . Тогда в силу 

леммы 5 оператор IA α+ является генератором гиперболической полугруппы операто-

ров tetTtT α)()(~ = ,  где 0≥t  и  .
))(1(

)()(
2A

AIA
αγ
ναν
−

≤+  

     Теперь из леммы 4 (оценка (16)) получаем оценку: 
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.0,
)()(

)(
*

≠
++

≤+ t
t

IAIA
tG IA

αναν
α

  

 
 

Заметим, что )()()(~)( intint tGePetTPtTtG A
tt

IA
αα

α =−=−=+
 при .0>t  

     Если 0>t , то из выше приведённых оценок и оценки (19) получаем: 
 

.
))(1(

)()(1)()(
2

*
t

IA
t

A e
A
AA

t
tGetG α

α
α

αγ
νν −

+
−

−
≤=   

 
Для 0<t рассматривается оператор IA α− , и аналогичным образом получается оценка: 
 

.0,
)()(

)(
*

≠
−−

≤− t
t

IAIA
tG IA

αναν
α

  

 
Следовательно, 
 

.0,
))(1(

)()(1)(
2

*

<
−

≤ te
A
AA

t
tG t

A
α

αγ
νν   

 
     Таким образом, получена оценка (21). Оценка (22) следует из (21), если положить 

.
)(2

1
Aγ

α =  Теорема доказана. 

     Из определения величины )(Tk  и оценок функции AG  из работы [3] получаем, что 
имеет место 
     Теорема 2. Функция Грина  EndHRGA →: допускает оценки вида 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥
−

∈

−∈

≤

−

−
+

−

+

−

,1,
))(1(

)()(1

];1,0[,
);0,1[,

)(

2

*

te
A
AA

t

teM
teM

tG

t

t

t

A

α

γ

γ

αγ
νν

 
 

 

где 
 

.
)(

10)),()()((21),
2
11ln(),

2
11ln(

,)
2
11)((2,)

2
11)((2

22

2
_

2

A
ATkTk

TkMTkM

γ
αγϑ

ϑ
γ

ϑ
γ

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

<<++=−−=+=

−=+=

−+

+  
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     Поскольку в теореме 2 использовались оценки функции Грина на ]1,1[−  из статьи 
[3], то сравнение полученных нами оценок и оценок из [2] проведём на промежутке 

]1,1[\ −R , при этом будем рассматривать пример экспоненциально устойчивой полу-
группы T , т.е. .0,0)(,0),()( <=≥−= ttGttTtG AA  В этом случае при 

)(2
1

Aγ
α = из тео-

ремы 2 получаем: 
 

.)()()(8
))(

)(2
11(

)()(1)()(
1 1 1

*)(2
1*

∫ ∫ ∫
≥

∞ ∞ −

≤
−

≤=
t

t
A

A AAAdte
A

A

AA
t

dttTdttG ννγ
γ

γ

νν γ  
(23) 

 
     Из теоремы 6 статьи [3] следуют оценки: 
 

∫
≥ +

+

+

+
=≤

1

2

)
2
11ln(

)
2
11)((2

)(
t

TkMdttT

ϑ

ϑ
ϑ

γ
 . (24) 

 
     Сразу отметим, что в оценках (23), (24) используется только одна общая константа 

).(Aγ   Предположим, что A  - самосопряжённый отрицательно определённый опера-
тор со спектром ],( δ−∞ , где 0<δ , причём )(Aσδ ∈ . Тогда, используя нормаль-
ность оператора ),( AiR λ , получаем 
 

.1
))(,(

1),(
δλσλ

λ
−

==
iAidist

AiR   

 
Следовательно, 
 

∫ ∫ ==
+

=≤==
R R

TkddAiRAAA 1)(,),()()(,1)(
22

2*

δ
π

δλ
λλλνν

δ
γ   

 
(полугруппа T в этом случае будет сжимающей), )11(21

2δ
ϑ ++= Если чис-

ло ,1)( ≥−δ причём достаточно большое, то очевидно, что правая часть оценки (23) 

может быть сделана сколь угодно малой. С другой стороны, 22121 +≤≤+ ϑ , и по-
этому правая часть из (24) всегда больше величины  
 

)
)21(2

11ln(

)21(2

+
+

+  
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     Отметим, что полученные в теоремах 1-2 оценки не используют условие ограничен-
ности оператора A .  
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ESTIMATIONA OF GREEN’S FUNCTION BASED 
ON SEMIGROUP OF OPERATORS 
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Universitetskaya pl.,1, Voronezh, 394006, Russia 
 

Abstract. In this article the strongly continuous semigroup is considered, this semigroup 
is hyperbolic (or admits exponential dichotomy). For investigated semigroup the Green’s 
function is built, which plays a great role in presentation of  weak bounded solution of 
differential equations. Using frequency characteristic of operator and  integral  perform-
ance criterion of dichotomy the article provides estimations of Green's function based on 
hyperbolic semigroup of operators.  The results of this article  are obtained with  use of  
harmonic analysis’s methods. 
Key words: hyperbolic semigroup of operators, exponential dichotomy, Green's function. 
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УДК 517.965.35 
 

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ОДНОГО СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО 
УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

 

М.А. Петрова,  В.П. Трифоненков 
 

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
115409, Москва, Каширское ш., 31 

 
Аннотация. Исследуются сингулярно возмущенные квазилинейные уравнения ги-
перболического типа. Доказывается существование у них решений типа бегущих 
волн, имеющих контрастную структуру. С помощью метода пограничных функций 
построено асимптотическое разложение по малому параметру решения в случае 
движения внутреннего слоя (фронта). Получено уравнения для определения скоро-
сти распространения фронта волны. Рассматривается важный для приложений ча-
стный случай квазидискретной нелинейности.  
Ключевые слова: сингулярно возмущенные гиперболические уравнения, асимпто-
тика, контрастные структуры. 
 

     В последнее время большое внимание было привлечено к уравнениям в частных 
производных с дискретными нелинейностями. Они возникают при моделировании ши-
рокого круга явлений и процессов в различных областях физики, химии, биологии, ме-
дицины (описание динамики волн плотности заряда в кристаллах и нелинейных кри-
сталлических решетках, описание процессов в случае дискретного распределения ис-
точников реакции и т.д.) [1, 2]. В настоящей работе рассматривается квазилинейное 
волновое уравнение, имеющее решение с движущимся внутренним слоем, в общем 
случае. Исследуется вопрос о влиянии сильной неоднородности в нелинейности на ха-
рактер движения фронта волны. 
     Движения фронтов описываются уравнением 
 

( ) ( ) , , 0tt t xxV V DV x f V x tβ αδ+ = + −∞ < < ∞ >  ,  
 
где β - коэффициент диссипации, D – коэффициент диффузии, α - амплитуда дискрет-
ной нелинейности, а функция f(V) удовлетворяет следующему условию. 
     Условие 1. f(V)– непрерывнo дифференцируемая функция, имеющая положительный 
максимум и отрицательный минимум, имеющая три нуля  
 

V1 < V2 < V3 ,  такие, что  fV(Vi) > 0 ,   i = 1, 3 ,   fV(Vi) < 0  и   3

1
( ) 0

V

V
f V dV =∫  .  

 
(Для простоты и без ограничения общности считаем далее V1 = -1 ,  V2 = 0 ,  V3 = 1)  
     После введения безразмерных пространственных и временных переменных с учетом 
порядка входящих в уравнение параметров, получим следующую сингулярно возму-
щенную задачу, в случае отсутствия диссипации:      
 

( ) ( )
2 2

2
2 2

u u q x f u
x t

ε
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (1) 

в области G = {(x, t):   - ∞ < x < ∞ ,  0 ≤ t ≤ T}  c граничными условиями: 
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u(-∞, t) = -1 ,  u(+∞, t) = 1 , (2) 

 
где  ε > 0 - малый параметр,  f(u)– удовлетворяет Условию 1.  
     Условие 2. Функция q(x) > 0   и   ( ) ( )1 ,q x C∈ −∞ +∞  .    
     Начальные условия не задаются, так как в настоящей работе нашей задачей являлось 
исследование динамики контрастных структур, а не вопросы их формирования. 
     При  q(x) = const в [3] было доказано существование у задачи (1)-(2) решений типа 
бегущих волн, имеющих контрастную структуру, которые распространяются с посто-
янной скоростью, равной начальной. Так при  q(x) = 1  и  f(u) = u3 – u  точное решение 

поставленной задачи имеет вид ( ) ( ) ( )( )2, th 2 1u x t x ct cε= − −  . 

     В настоящей работе рассматривается случай  q(x) ≠ const. Особое внимание уделяет-
ся случаю, когда функция q(x) является непрерывным аналогом дискретной функции    
∑δ(x - xk) ,  что соответствует дискретным источникам реакции. 
     Рассмотрение велось при следующем предположении. Пусть существует решение 
u(x, t, ε)  задачи (1)-(2) для всех ( ),x t G∈   c внутренним переходным слоем типа «сту-
пенька» и такое, что имеет место следующий предельный переход: 
 

( )
0

1 при ( )
lim , ,

1 при ( )
x s t

x t
s t xε

ε
→

− −∞ < <⎧
= ⎨+ < < +∞⎩

 ,  

 
где  s(t) – некоторая достаточно гладкая функция. 
     Значения  s(t) при каждом конкретном t соответствуют точке перехода (будем назы-

вать ее фронтом волны), а функция  t
dss
dt

=   будет тогда соответствовать скорости дви-

жения фронта. 
     Асимптотическое разложение решения задачи (1)-(2) по малому параметру будем 
строить с помощью метода пограничных функций [4]. Для этого в районе переходного 

слоя введем новую переменную ( )x s tz
ε
−

= . Запишем уравнение (1) в новых перемен-

ных для функции U(z, t, ε) = u(z, t, ε) . Представим функции U(z, t, ε) и q(s + εz) в виде 
ряда по ε. Приравнивая члены при одинаковых степенях ε, получим задачи для опреде-
ления членов асимптотики.  
     В нулевом приближении получим задачу: 
 

( )0 2 01 ( ) ( )zz tU s q s f U− =  ,  
 (3) 

( ) ( )0 0, 1, , 1U t U t−∞ = − +∞ =  .  
 
     Решение этой задачи существует, единственно и, например, при  f(u) = u3 – u  имеет 
вид: 
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0
2

( )( , , ) th
2(1 )t

q sU z t z
s

ε
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 .  

 
     Таким образом, главный член асимптотики по ε решения задачи (1)-(2) определен, и 
в случае, например, кубической нелинейности приобретает вид: 
 

0 2

( ) ( )( , , ) th
2(1 )t

q s x s tu x t
s

ε
ε

⎛ ⎞−
= ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 .  

 
     Для членов первого и последующих приближений получаем линейные неоднород-
ные уравнения. Из условия разрешимости для первого приближения (ортогональность 
правой части решению соответствующего однородного уравнения), получим уравнение 
для движения фронта волны: 
 

1 ( )ts cq s= ± −  , (4) 
 
где с – константа интегрирования, определяемая начальными условиями. 
     Одновременно с построением асимптотики доказывается  
     Теорема. Пусть выполнены условия 1,2 и пусть функция s(t) удовлетворяет уравне-
нию (4). Тогда функция  u0(x, t, ε) , являющаяся решением задачи (3), удовлетворяет за-
даче (1)-(2) с невязкой О(ε). 
     В случае квазидискретного распределения источников реакции, описываемых функ-
цией  q(x) = ∑exp(-b(x - xk)2) ,  b >> 1 , получим: 
 

2 1- exp(- (  -  ) )t ks b x x= ∑  .  
 
     Таким образом, наблюдается существенное отличие в случаях однородной и неод-
нородной нелинейностях. Особенно ярко это проявляется для случая квазидискретной 
неоднородности, где функция q(x) играет роль некоего потенциального барьера для 
движения фронта волны. Скорость фронта невелика в районе максимума q(x) , и наобо-
рот, происходит значительное ускорение в области резкого изменения функции q(x) . 
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Abstract. The singularly perturbed quasilinear hyperbolic equations are considered. The 
existence of the solutions of moving front type, having contrast structure is proved. The 
asymptotic expansion of the moving interior layer solution is built based on the boundary 
layer function method. The equation for moving front velocity was obtained. Important 
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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПОЛЯ ДАВЛЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ 

РАСТУЩЕЙ ТРЕЩИНЫ 
 

Ю.Н. Гордеев,  В.М. Простокишин 
 

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
115409, Москва, Каширское ш., 31 

 
Аннотация. Построены точные решения автомодельных задач о поле давления в 

окрестности распространяющейся трещины гидроразрыва. Считается, что трещина раз-
вивается по корневому закону в проницаемой упруго деформируемой пористой среде, с 
постоянной расклинивающей силой, действующей на берега трещины. Рассматривае-
мая задача для уравнения пьезопроводности заменой переменных сведена к решению 
смешанной краевой задачи для уравнения Гельмгольца, решение которой выражается в 
квадратурах от функции Бесселя. Полученное решение справедливо для произвольного 
автомодельного распределения давления на берегах трещины. 

Ключевые слова: автомодельность, гидроразрыв, проницаемая пористая среда, 
уравнение Гельмгольца. 
 
     При исследовании процесса гидравлического разрыва пласта возникает необходи-
мость расчета нестационарного поля давления жидкости в окрестности движущейся 
трещины гидроразрыва [1, 2, 5, 7]. В предположении, что пласт и жидкость упруго де-
формируемые, распределение давления в пласте описывается уравнением теплопро-
водности («пьезопроводности») [7]. Трещина в данной задаче считается тонкой 
областью (разрезом), вытянутой вдоль оси Ox  и распространяющейся со временем по 
закону ct1/2, на которой задано давление p1(xt-1/2), отличное от начального пластового 
давления p0. Задача заключается в нахождении возмущения внутрипластового поля 
давления, вызванного развитием трещины гидроразрыва. 
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     Следует отметить, что в настоящий момент интерес к данной проблеме вырос в свя-
зи с задачами интенсификации процессов нефтедобычи, в частности, повышения неф-
теотдачи пласта. Точные решения были получены в работах [5, 1, 2] в частном случае 
приближения “идеальной” трещины [5], когда давление закачки жидкости в трещину 
постоянно и однородно вдоль трещины. 
     1. Постановка задачи о распространении плоской трещины гидроразрыва с за-
данным расходом жидкости разрыва.  
     Рассмотрим гидравлический разрыв проницаемого пласта с постоянной расклини-
вающей силой, действующей на берега трещины. Давление жидкости вне трещины 
описывается уравнением пьезопроводности: 
 

2 2

2 2 , , 0, 0,p p p x y t
t x y

κ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + −∞ < < ∞ ≥ >⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
   (1.1) 

 

0 1 0
1( , , 0) , ( , 0, ) xp x y t p p x y t p p
t t

⎛ ⎞= = = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ( )x l t≤   

 

( , 0, ) 0, ( ), ( )p x y t x l t l t c t
y
∂

= = > =
∂

 ,  

 
где p(x,y,t) — функция давления жидкости разрыва, (x,y) — декартовые координаты, 
t —время, κ  —коэффициент пьезопроводности, l(t) — длина трещины, а c — параметр, 
характеризующий скорость распространения трещины. 
     Расклинивающая сила, которая действует на берега трещины гидроразрыва, имеет 
следующий вид 
 

( )

0

12
l t xF p dx const

t t
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  . (1.2) 

 
    2. Автомодельное решение. Легко видеть, что решение задачи (1.1)-(1.2) оказывает-
ся автомодельным в том случае, когда, например, границы трещины растут по корне-
вому закону. Переходя к новым автомодельным переменным (X,Y), а также параметру 
задачи ε по формулам: 
 

, ,
2

cX t cY t cx y ε
ε ε κ

= = = , ( )1 0 0
1 (0) ( , )p p p X Y p
t

= − Φ + ,   

 
получим для функции Ф(X,Y), учитывая условия симметрии, следующую задачу: 
 

2 2

2 2 2 2 2 0X Y
X Y X Y
∂ Φ ∂ Φ ∂Φ ∂Φ

+ + + + Φ =
∂ ∂ ∂ ∂

 , (2.1) 
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( ,0) ( ), ,

( ,0) 0, .

X X X

X X
Y

γ ε

ε

Φ = ≤⎧
⎪
⎨∂Φ

= >⎪∂⎩

 (2.2) 

 
Представим далее функцию Ψ(X,Y) как произведение 
 

( )2 21exp ( , )
2

X Y X Y⎛ ⎞Ψ = + Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  

 
тогда задача (2.1)-(2.2) может быть преобразована к следующему виду: 
 

2 2
2 2

2 2 ( ) 0X Y
X Y
∂ Ψ ∂ Ψ

+ − + Ψ =
∂ ∂

 , (2.3) 

 
21( ,0) exp ( ),  0

2
X X X Xγ ε⎛ ⎞Ψ = ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ,  

 

( , 0) 0,  ,   ( 0, ) 0,  0.X Y X X Y Y
Y X

ε∂Ψ ∂Ψ
= = > = = >

∂ ∂
 (2.4) 

 
Введем комплексные переменные и производные по ним:  
 

1 1,  ,  ,  ,
2 2

z X iY z X iY i i
z x y z x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − = − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 
тогда уравнение (2.3) приводится к виду: 
 

2 2

1 0
4z z

∂Ψ
− Ψ =

∂ ∂
  

 
Возвращаясь к действительным переменным: 
 

2 2 2 2
2 21 1,  ,

2 2 2 2
X Y X Yz i iXY z i iXYξ η ξ η− −

= + = + = − = −   

 
получим уравнение (2.3) в новых действительных переменных ξ,η в виде  
 

2 2

2 2 0,  ( , ) ( , ),x yξ η
ξ η
∂ Λ ∂ Λ

+ −Λ = Λ = Ψ
∂ ∂

 (2.5) 

     Описанное преобразование переводит первый квадрант (X>0, Y>0) в верхнюю полу-
плоскость (η>0). При этом задача (2.3)-(2.4) и, следовательно, и исходная задача (2.1)-
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(2.2) перейдет в смешанную краевую задачу для уравнения Гельмгольца со следующи-
ми условиями: 
 

2

2

 ( , 0) exp( ) ( 2 ),  0 0.5 ;

( ,0) 0,  ( ,0] [0.5 , ).

ξ η ξ γ ξ ξ ε

ξ ξ ε
η

Λ = = ≤ ≤

∂Λ
= ∈ −∞ ∪ ∞

∂

 (2.6) 

 
     Решение задачи (2.5)-(2.6) сводится к решению краевой задачи для уравнения Лап-
ласа [3;4;6] и выражается через функцию Бесселя от мнимого аргумента: 
 

2 2
0

0

 ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,
v

u v u v I v w u w dw
v

ϕ ϕ∂
Λ = + −

∂∫   

 
     Здесь функция φ(ξ,η) удовлетворяет уравнению Лапласа, т.е. является гармониче-
ской функцией (Δφ=0). 
     3. Решение краевой задачи (2.5)-(2.6). В [4] показано, что решение задачи (2.5)-
(2.6) даётся выражением 
 

2 2
0

0

 ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,I w w dw
η

ξ η ϕ ξ η η ϕ ξ
η
∂

Λ = + −
∂∫   

 
и гармоническая функция φ(ξ,η) удовлетворяет следующей граничной задаче: 
 

2

2

0
( ,0) ( ,0),  0 0.5 ;

( , 0) 0,  ( ,0] [0.5 , ).

ϕ

ϕ ξ ξ ξ ξ
ϕ ξ η ξ ε
η

Δ =

= Λ ≤ ≤
∂

= = ∈ −∞ ∪ ∞

 
(3.1) 

 
     Для решения задачи (3.1) для гармонической функции φ(ξ,η), (η>0) введем ком-
плексную функцию V такую, что: 
 

,  .dV d dV i z i
dz d d

ϕ ϕ ξ η
ξ η

′ = = − = +   

 
     Из (3.1) следует, что эта функция удовлетворяет следующим условиям: 
 

2

2

Re ( ,0) (exp( ) ( 2 )),  0 0.5 ;

Im ( ,0) 0,   ( ,0] [0.5 , ).

dV
d

V

ξ ξ γ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ ε

′ = ≤ ≤

′ = ∈ −∞ ∪ ∞

 (3.2) 

 
     Решение полученной задачи (3.2) определяется формулой Келдыша - Седова [6]: 
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20.5 2

2 2
0

(0.5 ) Re ( ,0) ,
(0.5 ) (0.5 )

t t V ti iAV dt
t zz z z z

ε ε
π ε π ε

′−−′ = +
−− −∫  (3.3) 

 
     Принимая во внимание тот факт, что давление жидкости на бесконечности ограни-
чено, положим A=0. Интегрируя выражение (3.3) по переменной  z, получим 
φ(ξ,0)=V1(ξ,η=0):  
 

( ) (exp( ) ( 2 )),  φ ξ ξ γ ξ=  (3.4) 
 

2

2

0.5 2

2
0

2

            ( ),       0 0.5

1 4 ( )( ,0) arcsin( ) ( ) ,
( )

                     ( ,0] [0.5 , ).

t t t dt
t

ξ

φ ξ ξ ξ

ξ ε ξϕ ξ φ
π ε ξ

ξ ε

⎧ ≤ ≤
⎪

− + +⎪ ′= ⎨ −⎪
⎪ ∈ −∞ ∪ ∞⎩

∫  (3.5) 

 
     Рассмотрим пределы: 
 

2 2

2 2

2

2
0,0 0

2

4 ( ) 4 )lim arcsin arcsin ,  
( )

4 ( )lim arcsin . 
( ) 2

t t t
t

t t
t

ξ

εξ

ξ ε ξ ε
ε ξ ε

ξ ε ξ π
ε ξ

→±∞

→ + −

⎛ ⎞− + + −
=⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞− + +
= ±⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (3.6) 

 
     Из (3.5) и (3.6) и условия непрерывности функции φ(ξ,0) следует, что константа при 
интегрировании определяется выражением  
 

20.5( (0.5 ) (0)). C φ ε φ= +   
 
Для удобства вычисления функции φ(ξ,η) представим φ(ξ,0) с учетом (3.4),(3.5), в виде  
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π ε
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     Используя краевое условие для функции φ(ξ,0), по формуле Пуассона получим ре-
шение задачи Дирихле 
 

1
0 2 2

1 ( )( , ) .
( )

dηφ ρϕ ξ η φ ρ
π ρ ξ η

+∞

−∞

= +
− +∫   

 
     Теперь, возвращаясь к переменным (X,Y), получим выражение для Ф: 
 

2 2 2 2

( , ) exp , .
2 2

X Y X YX Y XY⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −
Φ = − Λ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (3.7) 

 
    В направлении распространения трещины Y=0, т.е. вдоль оси Ox, решение (3.7) уп-
рощается и может быть выражено в виде одного интеграла: 
 

2
2 / 2 2 2 22

2 2
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( ,0)  4 ( 2 )arcsin( ) ( ) ,  .
( 2 )

X

X X

X e tX X t t dt C X
X t

ε

γ ε

ε φ ε
π ε

≤ ≤⎧
⎪⎪Φ = ⎡ ⎤⎨ − + + ′ + >⎢ ⎥⎪

−⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
∫

  

 
     Аналогично, и в направлении, ортогональном распространению трещины, при X=0, 
т.е. вдоль оси Oy: 
 

2
2 / 2 2 2 22

2 2
0

4 ( 2 )(0, ) arcsin( ) ( ) ,  Y 0.
( 2 )

Y

e tY Y tY t dt C
Y t

ε ε φ
π ε

− ⎡ ⎤− + − ′Φ = + >⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫   

 
     Отметим, что в частном случае, когда  
 

2

( ) exp( ),  
2

XX Xμγ ε
π

= − ≤  ,  

 
получается решение типа диффузионного расплывания фиксированной массы вещества 
M, где константа μ  может быть определена через массу M: 
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Abstract. Exact solution of similar problems on the pressure field in the vicinity of the 
propagating fracture are demonstrated. It is assumed that the crack develops on square-
root law in a permeable elastically deformable porous medium with a constant disjoining 
forces acting on the crack coasts. The considered problem for the piezo-conductivity 
equation by changing of variables has been reduced to solving a mixed boundary problem 
for the Helmholtz equation. Solution is expressed by the integral of Bessel functions. The 
resulting solution is valid for any self-similar pressure distribution on the crack. 
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Аннотация. Статья посвящена разработке физико-химической модели эрозии-
коррозии металлов в двухфазном потоке в нижней зоне абсорбера установки ами-
новой сероочистки газов. Предложенная модель позволяет разработать математиче-
скую модель эрозионно-коррозионных процессов металла в двухфазном потоке. 
Ключевые слова: физико-химическая модель, эрозия-коррозия, двухфазный поток, 
абсорбер. 

 
 
     Многолетняя эксплуатация установок аминовой сероочистки газов показала, что 
внутренняя стенка абсорбера подвергается чрезмерному эрозионно-коррозионному из-
носу на участке поверхности в зоне ввода сырья. Данный процесс является результатом 
комплекса многофакторных процессов с разнообразными проявлениями по характеру и 
величине разрушений, количественные критерии и параметры которых до настоящего 
времени не выявлены. 
     Создание физико-химической модели эрозии-коррозии (ЭК) является важнейшим 
этапом предшествующим математическому моделированию этого явления. Адекват-
ность и достоверность такой модели зависит от надежности и точности положенных в 
их основу данных о закономерностях эрозионной и коррозионной составляющих ЭК. В 
данной статье рассматривается процесс ЭК без учета влияния реакции абсорбата с ме-
таллом стенки. 
     Сложность исследования эрозионно-коррозионных процессов в двухфазных потоках 
заключается в значительных трудностях, связанных с определением ряда локальных 
эрозионных и  коррозионных параметров и критериев, отражающих гидродинамику и 
коррозионные свойства жидкой пленки: числа Рейнольдса Re, значение pH и т.д. Суще-
ство физико-химической картины протекания процессов ЭК в двухфазном потоке за-
ключается в следующем. Основная доля жидкой фазы движется по обтекаемой поверх-
ности в виде сплошной жидкой пленки (электролит), при контакте которой с металлом 
(сталь) осуществляются электрохимические коррозионные процессы образования ок-
сидного слоя (см. рис.). Причем, вследствие межфазового распределения (примесей в 
жидкую фазу, а летучих в газовую) жидкая пленка полностью деаэрирована, т.е. отсут-
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ствует кислород.  По этой причине процессы коррозии завершаются образованием маг-
нетита Fe3O4 на границе металл – жидкая фаза следующим образом [1]: 
 

 , (1) 
 
и далее преобразованием Fe(OH)2 в магнетит 
 

 . (2) 
 
     Между металлом и жидкой пленкой формируется оксидный слой определенной тол-
щины, который со стороны металла (вглубь) растет, а со стороны границы раздела ок-
сид – жидкая пленка растворяется. Защитные свойства и, прежде всего, толщина ок-
сидного слоя определяют эрозионно-коррозионную стойкость металлов. Толщина ок-
сидного слоя зависит как от коррозионных факторов (например, равновесной раство-
римости магнетита), так и от эрозионных процессов переноса растворенных продуктов 
коррозии в жидкую пленку. Концентрации растворенного железа на границах раздела 
металл – оксид и оксид – жидкая пленка не столь значительно отличаются. Градиент 
концентрации растворенного железа в ламинарном подслое и в самой жидкой пленке, а 
также коэффициент массопереноса в условиях турбулентного течения жидкой пленки 
определяют интенсивность ЭК. Практически все растворенное железо остается (в соот-
ветствии с коэффициентом межфазового распределения) в жидкой пленке. На границе 
раздела фаз (газ – жидкая пленка) концентрация растворенного железа меняется скач-
ком. 
     На основе указанных соображений рассматриваемая физико-химическая модель ме-
таллов в двухфазном потоке должна отвечать следующим допущениям: 

1. Металл –сталь. 
2. Электролит – жидкая (пленка) фаза 33% раствора диэтаноламина  (ДЭА). 
3. На поверхности металла сплошная жидкая пленка 33% раствора ДЭА. 
4. В электролите отсутствует кислород. 
5. Концентрация растворимых продуктов коррозии в жидкой фазе соответствует 

равновесному состоянию межфазового перераспределения. 
6. Рассматривается стационарный (установившийся) режим ЭК, когда толщина, 

пористость и другие физико-химические свойства оксидного слоя во времени, 
режимные параметры двухфазного потока и жидкой пленки, а также другие ус-
ловия эрозионно-коррозионных процессов остаются неизменными во времени. 

7.  Отсутствует механизм кавитационной эрозии. 
8. Допускается незначительное отделение твердой фазы оксидного слоя (продук-

тов коррозии) в результате эрозионно-коррозионных процессов. 
9. Доля железа, превращающегося в магнетит в порах оксидного слоя равна 0,5. 
10. В порах оксидного слоя массоперенос осуществляется только за счет молеку-

лярной диффузии. 
11. Шероховатость поверхности оксидного слоя не зависит от исходной обработки 

металла и определяется особенностями формирования оксидного слоя. 
     При определенных условиях возможно формирование оксидного слоя достаточно 
большой толщины, состоящего из внутреннего топотактического слоя и внешнего (на-
носного) эпитактического. На практике, в процессе эксплуатации оборудования, интен-
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сивность процессов отвода в поток растворенных продуктов коррозии столь велика, что 
эпитактический слой (наносной) практически не образуется, а толщина оксидного слоя 
уменьшается до 2-5 мкм. Этот случай соответствует так называемому локальному ме-
ханизму, отвечающему за местные наиболее значительные эрозионно-коррозионные 
повреждения.  
     Рассмотрим более детально физико-химические эрозионно-коррозионные процессы 
в оксидном слое и на границах раздела металл – оксид и оксид – жидкая пленка (рис.). 
Будем считать, что основными механизмами эрозионно-коррозионных процессов внут-
ри оксидного слоя и на границе раздела оксид – жидкая пленка являются: а) образова-
ние молекулярного магнетита Fe3O4; б) формирование твердой фазы  Fe3O4 из молеку-
лярного магнетита; в) химическое разложение магнетита. 
 
 

 
 

Рис.1. Физико-химическая картина эрозионно-коррозионных процессов металла 
в двухфазном потоке: 1-7 стадии реализации эрозии-коррозии. 

 
 
     В области точки А0 происходит интенсивное образование молекулярного магнетита 
в две стадии: стадия – 1  (см. уравнение 1); стадия – 2 (см. уравнение 2). При этом при 
температурах более 150 °С эти стадии протекают практически мгновенно. Концентра-
ция магнетита может превышать концентрацию насыщения,  что в совокупности с дру-
гими условиями ведет к формированию и осаждению твердой фазы Fe3O4 на стенки пор 
(стадия – 3). В области точки А0 химическое разложение Fe3O4 происходит не столь ак-
тивно в виду относительно невысоких концентраций ионов водорода, поскольку ионы 
водорода расходуются в реакции растворения Fe3O4 в верхней части пор оксида. В то 
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же время концентрация молекулярного водорода в данной области высока из-за его вы-
деления в реакциях образования Fe3O4. 
     Область точки В0 характеризуется зоной прекращения процесса осаждения молеку-
лярного магнетита и активизацией процесса химического разложения твердой фазы 
магнетита (стенок пор оксидного слоя - магнетита). Концентрация молекулярного во-
дорода в данной области несколько снижается из-за разбавления в электролите и уда-
ления от места его образования (раздел металл – электролит). Из области точки А0 к 
области точки В0 происходит диффундирование не осевшей на стенках пор части обра-
зовавшегося молекулярного Fe3O4 (стадия – 4), который одновременно подвержен хи-
мическому разложению. Исследования [2] показывают, что в порах осаждается около 
50% от всего образованного молекулярного магнетита. При этом очевидно, что в уста-
новившемся режиме ЭК количество осевшего внутри оксидного слоя магнетита должно 
быть равно его количеству, выносимому в поток электролита, т.е. интенсивности эро-
зии-коррозии. В области выше точки В0 за счет поступления из жидкой пленки ионов 
водорода реализуется также химическое разложение и твердой фазы магнетита (стенок 
пор оксида). 
     Область точки С0 характеризуется максимальной скоростью химического разложе-
ния твердой фазы магнетита (стадия – 6), что обусловлено достаточным количеством 
необходимых компонентов химической реакции разложения, т.е. ионов водорода и мо-
лекул водорода. При этом концентрация молекулярного водорода от точки В0 к точке 
С0 уменьшается вследствие двух причин: а) [H2] расходуется в реакции химического 
разложения Fe3O4; б) [H2] уменьшается по мере удаления от источника его возникнове-
ния (стадия 1 и 2).  
     Исследованию вопросов образования и растворения магнетита, с точки зрения влия-
ния этих процессов на ЭК металлов посвящен ряд работ [3,4,5]. Концентрация молеку-
лярного магнетита Fe3O4 уменьшается от точки В0 к точке С0 вследствие его химиче-
ского разложения и удаления от места образования (стадия 2). Можно предположить, 
что весь молекулярный магнетит (стадия 4) в области точки С0 практически полностью 
химически разлагается и продукты разложения диффундируют в порах по направлению 
к потоку (стадия 5). От точки С0 к точке D0 происходит замедление процесса химиче-
ского разложения твердой фазы магнетита – пор оксида (стадия 6), поскольку концен-
трация молекулярного водорода уменьшается из-за его расхода в реакции химического 
разложения Fe3O4 и еще большего удаления от места его возникновения (граница раз-
дела металл-электролит). В области между точками С0 и D0 растет концентрация про-
дуктов химического разложения магнетита [Fe2+, Fe(OH)+, Fe(OH)2, Fe(OH)3

-], которые 
затем выносятся в основной поток – жидкую пленку. 
     Таким образом, интенсивность химического разложения твердой фазы (оксидного 
слоя) магнетита в точке D0 снижается по сравнению с точкой С0. По-видимому, далее 
выше точки D0 и на всей внешней границе раздела оксид – жидкая пленка, интенсив-
ность химического разложения Fe3O4 протекает примерно в одинаковых условиях. 
Пунктиром показаны границы разделов металл – электролит и оксид – электролит, ко-
торые можно ожидать через некоторый период времени τ в условиях установившегося 
режима. Можно предположить возможность скола верхней части оксида как результат 
химического разложения оксида в области точки С2 и механического воздействия со 
стороны жидкой пленки. 
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     Очевидно, что скорость ЭК определяется скоростью наиболее медленно протекаю-
щего этапа, т.е. процессами массопереноса, которые играют основную роль в ЭК ме-
таллов в двухфазном потоке. При совместном воздействии на металл каплеударной 
эрозии и ЭК интенсивность повреждения металла определяется скоростью наиболее 
быстро протекающего механизма повреждения металла.  
     Таким образом, построенная физико-химическая картина эрозионно-коррозионных 
процессов металла в двухфазном потоке учитывает все основные параметры и крите-
рии, отражающие влияние термодинамических условий, газогидродинамики двухфаз-
ного потока, химического состава металла и структуру оксидного слоя. 
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ЭВОЛЮЦИИ ГАЗОПОДОБНОГО ОБЛАКА 
В ПЕРИОДИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

 
А.Н. Голов 

Московский государственный областной университет 
105005, Москва, ул. Радио, 10а 

 
Аннотация. Исходя из уравнения Лиувилля – Гиббса получены статистиче-
ские функции распределения системы дисперсных частиц в периодическом 
поле. Дано кинетическое описание эволюции системы для частного случая. 
Выявлены основные закономерности эволюции системы и их зависимость от 
параметров задачи. 
Ключевые слова: Слова дисперсная система, периодическое поле, кинетика 
эволюции. 

 
     1. Постановка задачи.   
     Целью данной работы является выяснение и теоретическое описание закономерно-
стей, управляющих эволюцией системы большого числа частиц N в периодическом 
внешнем поле в вакууме. Этим подход, изложенный, в частности, в [1 – 4], распростра-
няется на случай переменных полей. В исходных положениях предлагаемая теория 
применима как к частицам атомарного масштаба, так и к дисперсным частицам, доста-
точно многочисленным и мелким, чтобы имели значение хаотичность их движения и 
статистические закономерности. Мы называем систему газоподобной, когда частицы 
предполагаются не взаимодействующими иначе, как через упругие столкновения. Это 
приближение приемлемо и тогда, когда между частицами действуют короткодейст-
вующие силы, но система  достаточно разрежена. Мы примем, что объём системы V 
весьма велик, и геометрические ограничения на движение частиц несущественны. 
Практически это приемлемо, когда концентрация частиц достаточно быстро убывает к 
границе системы. Тогда можно пренебречь и собственным объёмом частиц NV0  << V 
(V0 – объём одной частицы). Далее, распространяя интегралы по фазовым переменным 
на неограниченные области, предполагаем, что численная ошибка будет мала, когда 
подинтегральная функция достаточно быстро убывает к границам области интегриро-
вания. Частицы полагаем нелетучими, бесструктурными, считая, что их внутренние 
степени свободы не возбуждаются. Примерами подобной модели являются: облако ди-
польных дисперсных частиц в неоднородном переменном электрическом поле, свобод-
ный газ в акустическом поле и др. Пусть на все однородные частицы действуют перио-
дические силы, имеющие вид:   
 

( )sini t= ⋅ ωf A  . (1) 
 
     Добавление постоянной начальной фазы в (1) не имеет принципиального значения. 
Далее рассмотрим тот случай, когда амплитуда силы не зависит от координат (напри-
мер, действующее на дипольные частицы электрическое поле с постоянным градиен-
том). Мы также будем рассматривать такие пространственные и временные масштабы, 
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в которых неоднородностью поля можно пренебречь. Диссипацией энергии вследствие 
излучения частиц также пренебрегаем. Пусть fi = f не зависит от номера частицы i. Вы-
берем лабораторную систему отсчёта с началом в центре масс при t = 0. Систему коор-
динат выберем, направив OZ вдоль действующей силы f, которая при таком выборе 
имеет только z-компоненту. Задача, очевидно, существенно нестационарная.  
 
     Для отыскания N-частичной функции распределения системы будем исходить из не-
стационарного уравнения  Лиувилля – Гиббса (УЛГ) в форме Пригожина [5]:  
 

ˆ/ 0N NF t LF∂ ∂ + =  , (2) 
 
где стационарный лиувиллиан в классическом варианте: 
 

ˆ i
i i i

i i i i

pL q q p
q q m q p
∂ ∂ ∂ ∂

= + = +
∂ ∂ ∂ ∂

& && &
&

  

 
(подразумевается сумма по повторяющимся индексам i, как в тензорном анализе) и:  
 

i ip f=&  (3) 
 
для всех z-компонент. По OX и OY силы не действуют, и в плоскости XY имеем свобод-
ное расширение, для которого случая функция распределения известна ([5, 6] и др.). 
Новые закономерности получим для зависимости функции распределения от перемен-
ных 3 3{ , }i iq p  ( )3 3,i i z i izq q p p= = . Предполагая статистическую независимость фазовых 
переменных, будем искать решение (2) в виде:   
 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3{ , } { , , , } { , } )N i i XY i i i i Z i iF q p F q p q p F q p= ⋅  , (4) 
 
где индексы 1, 2 означают xy-компоненты, 3 – z-компоненты, причём ( )1 1 2 2{ , , , }XY i i i iF q p q p  
известно. Тогда для Fz  имеем уравнение того же вида (2), но с лиувиллианом, содер-
жащим сумму по номерам частиц (i = 1,…N). 
     2. Общий вид функции распределения и её нормировка. 
     Для решения данного уравнения воспользуемся методом интегралов однородного 
лиувиллиана (интолов), изложенным в [1]. Для данного случая таковыми интолами яв-
ляются следующие выражения:  
 

( )( )1 1 cosk k
AI p t= − ⋅ − ω
ω

 ; (5) 

 

( ) ( )2 2 cos sink
k k

p t AI q t t t
m m

= − − ⋅ ω ⋅ ω − ω⎡ ⎤⎣ ⎦ω
 . (6) 

 
     Интолы (5) и (6) удовлетворяют нестационарному УЛГ вида (2), как и любой функ-
ционал интолов. Учитывая требования инвариантности решения, соответствующие 
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свойствам исходного уравнения и симметрии задачи, а также соображения простоты, 
ищем решение (2) в виде функционала квадратичной формы интолов:  
 

1 1 2 2 1 2
1

N

t k k k k k k k
k

H a I I b I I c I I H
=

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ≡ ∑  , (7) 

 
где a, b, c – константы задачи, определяемые из дополнительных соображений. Воз-
можно включение в (7) линейных по интолам членов, но это не принципиально, и при-
водит только к сдвигу нуля отсчёта на константу и переходу в движущуюся ИСО.  В 
классе квазигиббсовых решений нормированной функцией ( )( )3 3{ , }Z t i iF H q p   удовле-
творяющей уравнению вида (2) является  
 

( )( ) ( )3 3
3

1{ , } expZ t i i tNF H q p H
Z

= ⋅ −  , (8) 

 
где статистический интеграл Z = Z3

N не зависит от фазовых переменных, но в общем 
случае может зависеть от макропараметров и времени. Из  условия нормировки, имеем:  
 

3 3 3exp( )k k kZ H dp dq
Ω

= − ⋅∫  , (9) 

 
где интеграл берётся по заданной области Ω на фазовой плоскости p3, q3 .  
Показатель экспоненты в (9) для принятой квадратичной формы (7) приводится к виду: 
 

2 2
1 3 2 3 3 3 3 4 3 5 3 6k k k k k k kH k p k p k p q k q k q k= + + + + +  . (10) 

 
Здесь (и далее):   
 

2 2
1 / / ;k a ct am bt am= + +  

 

( ) ( ){ }2
2 2 2 2

1 2cos 2 sin( )cos
2

A cm t b tA t
k bt t

m m

⋅ ω⋅ − ω + ⋅ ω⎡ ⎤⋅ ω ⎣ ⎦= − −
ω ω

( ){ }
2

2 1 cos sin( )A am t c t

m

⋅ ω⋅ − ω + ⋅ ω⎡ ⎤⎣ ⎦
ω

; 
 

( )3 2 / ;k c bt m= − +  
 

( ) ( ) ( ){ }
4 2

1 cos 2 sincos
2 ;

A cm t b tA t
k bt

m m

⋅ ω⋅ − ω + ⋅ ω⎡ ⎤⋅ ω ⎣ ⎦= − +
ω ω

 
 

5 ;k b=  
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }22 2
2

6 2 2 2 3

cos 1 cos 2 sincos A t cm t b tA t
k bt t

m m

⋅ ω ⋅ ω⋅ − ω + ⋅ ω⎡ ⎤⋅ ω ⎣ ⎦= − −
ω ω

 

                             
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )2 2 2

3 2 4 2

cos 2 cos sin sin sinA t am t c t A t cm b t A a
m m

⋅ ω ⋅ ω⋅ − ω + ⋅ ω⎡ ⎤ ⋅ ω ⋅ ω+ ⋅ ω⎣ ⎦− + +
ω ω ω
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     Используя (10) и (11) и выполнив интегрирование в (9), находим:     
 

3 2

2
4

Z
ab c
π

=
−

 . (12) 

 
     Эта формула имеет тот же вид, что и для случая свободного расширения, рассмот-
ренного в [6, 7], и даёт то же значение, если мы принимаем константы a, b, с в (7) од-
ними и теми же для всех k. Отметим, что здесь мы, как обычно, интегрировали по фазо-
вым переменным в бесконечных пределах и не рассматривали пространственных огра-
ничений, а также ограничений на значения импульса, вызванных релятивистскими или 
иными соображениями. В случае наличия таких ограничений выражение Z иное, чем 
выше, и может зависеть от времени. Различные варианты статистических распределе-
ний с ограниченными спектрами значений фазовых переменных приведены в [8]. Та-
ким образом, нормированная функция (8) определена после подстановки выражений 
(11) и (12); тогда определена и полная функция распределения (4) (подробная формула 
не приводится ввиду её громоздкости). Заметим, что выполняется предельный переход 
найденного распределения к функции для случая свободного расширения при А→0. 
     3. Частные распределения, наивероятнейшие и средние значения. 
     Поскольку эволюция системы в плоскости XY известна ([1, 2] и др.), здесь подробно 
рассмотрим только её движение и соответствующие распределения по OZ, причём для 
газоподобной системы достаточно рассмотреть 1-частичные распределения вида (8):  
 

( ) ( )2 2
1 3 3 1 3 2 3 3 3 3 4 3 5 3 6

3

1, expF q p k p k p k p q k q k q k
Z

⎡ ⎤= ⋅ − + + + + +⎣ ⎦  , (13) 

 
(далее индекс 3 опускаем). Частные распределения по импульсам и координатам най-
дём интегрированием (13) (с найденным Z3) по сопряжённой фазовой переменной. Для 
неограниченных значений q получим, произведя подстановки (11), следующее неста-
ционарное распределение по импульсу:   
 

( ) ( )2/ exp mF p aw aw p p⎡ ⎤= π ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦  , (14) 
 
где обозначено ( )21 / 4w c ab= − , и наивероятнейший импульс:    
 

( ) ( )/ 1 cosmp A t= ω ⋅ − ω⎡ ⎤⎣ ⎦  . (15) 
 
     Итак, имеем распределение максвелловского типа с постоянной дисперсией и пе-
риодически движущимся центром, причём pm ≥ 0. Очевидно, что среднее значение 

mp p= . Среднее значение кинетической энергии на 1 частицу (для движения по OZ): 
 

( )
2 2

2

2

1 1 cos
2 4 2
p A t
m amw m

= + ⋅ − ω⎡ ⎤⎣ ⎦ω
 . (16) 
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     Второй член справа в (16) выражается через квадрат среднего импульса (15) и всегда 
≥ 0.  При отсутствии внешней силы этот член аннулируется, что позволяет интерпрети-
ровать 1-й член, определяющий дисперсию распределения, как среднюю энергию хао-
тического теплового движения, так что можем приравнять: 
 

1
2amw

= θ  , (17) 

 
что даёт условие для определения константы a. Зависимость распределения (14) от 
времени для разных p показана на рис.1. 
 
 

 
Рис.1. Зависимость нестационарного распределения по импульсу (14) 

от времени для p =0, 1, 2 (При построении принято:  
A=1, L=3, m=1, ω=5, a=1, b=1/(3*L^2), c=1/3*3^(1/2)/L, w=3/4) 

 
 
     Распределение по координатам найдём интегрированием (13) по импульсу.  
 

( ) ( )2

exp mbw q qbwF q
u u

⎡ ⎤⋅ −
= ⋅ −⎢ ⎥

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (18) 

 
Здесь функция времени 
 

2 21 / /u ct am bt am= + +  , (19) 
 
и наивероятнейшая координата   
 

( ) [ ]2/ sin( )mq A m t t= ω ⋅ ω − ω  . (20) 
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     Из (20) видно, что максимум распределения движется по сложному закону, описы-
вающему дрейф со скоростью /mv A m= ω  и периодическое смещение с амплитудой 

2/A mω . Дисперсия распределения зависит от времени пропорционально функции (19):   
 

22 / (2 )q q u bw− =  , (21) 
 
То есть, распределение со временем «расплывается», причём это расплывание не зави-
сит от действия поля.   
     4. Кинетическое описание. Начальное и текущее состояния. 
     Зная функцию распределения (13) и используя известную процедуру введения кине-
тических операторов ([9] и др.) перейдём к описанию системы частиц в представлении 
квазинепрерывной среды. Найдём эффективную плотность облака дисперсных частиц: 
 

( ) ( )2

, exp mbw z zbwNm f x y
u u

⎡ ⎤⋅ −
ρ = ⋅ ⋅ ⋅ −⎢ ⎥

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (22) 

 
     Здесь f(x, y)– известная функция, описывающая свободное расширение в плоскости 
XY, которая может быть получена из выражения, аналогичного (18) , с предельным пе-
реходом А→0, и обозначено q→z, qm →zm.   
 

( ) ( )2 2

, exp
bw x ybwf x y

u u

⎡ ⎤⋅ +
⎢ ⎥= ⋅ −

π ⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (23) 

 
     Плотность потока дисперсных частиц:         
 

( ) ( )2
2 3 exp /

( , )
2

m

z

bw k k z bw z z u
j N f x y

au u

⎡ ⎤⋅ + ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦= − ⋅ ⋅
⋅ π

 . (24) 

 
     Плотность кинетической энергии движения облака дисперсных частиц по OZ:      
 

( )2
2 3

21
2 4E

k k z
au aum

⎡ ⎤+ ρ
ρ = + ⋅⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 . (25) 

 
     Плотность (22) нормирована на полную массу. Интегральное выражение кинетиче-
ской энергии движения облака по OZ, находимое из (25):   
 

21
4 2

mpE N
amw m

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 , (26) 

 
складывается из энергии хаотического движения и энергии периодического движения. 
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     Ниже рассмотрен пример, когда дисперсные частицы начально распределены в виде 
плоского широкого облака толщиной 2L и достаточно большой ширины S, чтобы мож-
но было пренебречь краевыми эффектами в плоскости XY. Далее система неограни-
ченно расширяется в вакууме, находясь под действием периодического внешнего поля. 
При этом распределение вида (13) рассматривается как совместное распределение в 
расширенном фазовом пространстве [10 – 12], где производится замена dq → dq0⋅dqt 
(q=q0+qt), и подлежит дополнительной нормировке, сводимой к делению на 2LS. 
     Из выражений (22), (24) и (25) находим выражения соответствующих величин в на-
чальном и текущем состоянии (ниже обозначено q3≡z, qm≡zm , qt≡zt).   
 

/ 2Nm LSρ =  ; (27) 
 

( ) ( ) ( )erf erf ,
4 t m t m t t
Nm bw bwL z z L z z f x y
LS u u

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ρ = ⋅ ⋅ + − + ⋅ − + ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
 , (28) 

 
где zm  см. (20), f(xt, yt) – безразмерная функция, известная из решения задачи о свобод-
ном расширении системы, erf(x) – интеграл вероятностей. Интеграл от (28) по объёму 
равен полной массе дисперсной фазы. Плотность потока массы в начальном состоянии 
(при t=0) равна нулю. Но существуют ненулевые значения плотности потока в данном 
направлении, которые могут быть использованы при наложении граничных условий. 
Плотность потока массы в текущем состоянии приводится к сумме конвективного и 
неконвективного потоков:  
 

3

4z m z
t

kj v
abwm z

∂ ρ
= ρ ⋅ + ⋅

∂
 , (29) 

 
где z-компонента градиента находится из (28), а массовая скорость конвективного по-
тока дисперсной фазы, представляемой квазинепрерывной средой (см. (15)):  
 

( ) ( )1 cos /m zv A t m= ⋅ − ω ω⎡ ⎤⎣ ⎦  . (30) 
 
     Структура формулы (29) позволяет ввести эффективную массовую скорость, выра-
жаемую сложной функцией координат и времени, которая будет содержать периодиче-
скую и дрейфовую составляющие. Начальная плотность кинетической энергии движе-
ния дисперсной фазы по OZ:  
 

( )2/ 4E am wρ = ρ  , (31) 
 
то есть, сводится к энергии хаотического движения. Текущая плотность этой энергии: 
 

     ( )
2

3
2 3/ 2

1 ,
2 4 32

mz
E t t

mv k N f x y
amw m a mLSu bw

⎛ ⎞ ρ ⋅
ρ = + ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟ π⎝ ⎠
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( ) ( ) ( ) ( )
3 34 exp 4 expm t m t

mz m t mz m t

bw L z z bw L z z
ap k z z L ap k z z L

u u
⎧ ⎫+ − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⋅ + ⋅ − + ⋅ − − + ⋅ − − ⋅ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 . (32) 

 
     Интегральное выражение начальной энергии, связанной с движением по OZ: 
 

/ (4 )E N amw=  , (33) 
 
где величина θ =1/(2amw) играет роль модуля распределения (см. (14) и (17)). Инте-
гральная энергия в текущем состоянии, полученная интегрированием (32) по бесконеч-
ному объёму, та же, что была получена выше (см. (26), также (15) и (16)). Но кинетиче-
ское рассмотрение позволяет найти распределение плотности энергии в пространстве и 
её зависимость от времени (32). Среднее за период значение энергии (26): 
 

( )2 21/ 4 3 / 4 .
T

E N amw A m= ⋅ + ω  (34) 
 
     Отсюда видно, что энергия облака в поле периодических сил в среднем выше. Когда 
частицы облака и волновое поле составляют замкнутую систему, энергия поля в сред-
нем уменьшается. В пределе отсутствия внешнего переменного поля (A→0) все полу-
ченные выше формулы переходят в аналогичные, полученные для такого случая в [12]. 
     5. Графическое представление результатов и основные закономерности процес-
са. 
     Полученные выше формулы (28), (29) и (32) содержат сложные зависимости вели-
чин, описывающих эволюцию системы от z и t. Поведение этих величин также зависит 
от параметров A, L, S, m, ω. Константы задачи a, b, c (и выражаемая через них w) могут 
быть найдены из граничных условий и выражения (14). Но отыскание этих констант 
составляет отдельную объемистую задачу и в данной статье не рассматривается. Для 
простоты можно принять a=1, b=1, c=1 (тогда w=3/4), что означает просто выбор спе-
циальной системы единиц. Но такой простой выбор приводит к ограничениям на зна-
чение возможной начальной толщины слоя. Чтобы избежать этого, мы сохраним выбор 
a=1, w=3/4, а остальные константы доопределим из дополнительных соображений. 
     Введём безразмерную плотность – функцию, полученную делением (26) на исход-
ную плотность пластины. Зависимость этой функции от xt, yt далее игнорируем (она 
может быть исключена интегрированием по этим переменным). Эта безразмерная 
плотность: 
 

( ) ( )1 erf erf
2 t m t m

bw bwL z z L z z
u u

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ρ = ⋅ ⋅ + − + ⋅ − +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
%  . (35) 

 
     Интеграл от (35) по неограниченной области изменения zt при любом t равен 2L. Но 
этот результат физически неудобен, т. к., интегрируя безразмерную функцию, получа-
ем размерную величину. Вводя безразмерную координату ( )1/2

tz bw z=% и интегрируя 
(35) по этой переменной, получим (при любом t) безразмерное выражение 2(bw)1/2L. 
Потребуем нормировки (35) на единицу. Тогда:   
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21/ 4b L w= ;  1 /c w L w= − . (36) 
 
     При таком выборе констант площади графиков (35) нормированы при любых L и t. 
Для лучшей выразительности графика далее мы используем приведённую плотность 
 

/ erf(1/ 2)ρ = ρ%  , (37) 
 
которая равна единице в начальный момент при zt = 0. Зависимость приведённой плот-
ности (37) от z и t представлена на рис. 2.  
 
 

    
                                 а)                                                                     б) 
 

Рис. 2. Зависимость приведённой текущей плотности от времени при z = 0, 4, 7, 10 – (а), 
                   и профили приведённой текущей плотности в моменты t = 0, Pi, 2Pi – (б), 
                   (L=4,  m=1,  ω=5,  А=5) 
 
 
     Анализ формулы (28) и соответствующих графиков выявляет следующие законо-
мерности. Изменение плотности со временем в данной точке складывается из монотон-
ного убывания её вследствие расширения системы и из периодического изменения под 
действием поля; при всех zt ≥ L имеем прохождение максимумов плотности. Колебания 
плотности растут с амплитудой действующей силы и уменьшаются с увеличением её 
частоты. Увеличение частоты колебаний замедляет монотонное убывание плотности. 
Увеличение амплитуды колебаний ускоряет этот процесс. Профиль плотности облака 
монотонно расплывается со временем; максимум плотности, понижаясь, дрейфует в 
положительном направлении с периодическими временными замедлениями и останов-
ками. Дисперсия плотности не зависит от периодической силы. 
     Для удобства анализа плотность потока (29) также поделим на исходную плотность 
пластины и исключим её зависимость от xt, yt.  Константы задачи выберем, как выше. 
Приведение к начальному значению здесь невозможно, т. к.  
 

( )0, 0 0zj z t= = =  .  
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     Зависимость функции ( ),zj z t% , полученной из (29) указанным образом, от z и t пред-
ставлена на рис. 3.  
 
 

          
                                          а)                                                                   б) 
 

Рис.3. Зависимость текущей плотности потока от времени. 
                                           Линия - z=3,  пунктир - z=9 – (а). 
                                           Профили текущей плотности потока  в моменты t = 0, Pi/2, Pi - (б) 
                                           (принято:  A=2,  L=3,  ω=4,  m=1) 
 
 
     Эти графики и общая формула (29) обнаруживают следующие закономерности. Из-
менение плотности потока со временем в данной точке складывается из апериодиче-
ского изменения, вследствие дрейфа и «расползания» массы, и из периодического из-
менения вследствие действия поля. Когда плотность потока знакопеременна, проме-
жутки её положительных значений больше последующих промежутков отрицательных 
значений. Максимум профиля плотности потока дрейфует в положительном направле-
нии с периодическими временными замедлениями и попятными движениями. Череду-
ются профили, соответствующие сосредоточенному движению вещества преимущест-
венно в положительном направлении, и профили, показывающие его движение в раз-
ных направлениях в разных областях пространства. Увеличение частоты колебаний 
уменьшает амплитуду максимума плотности потока.  
     Для графического представления плотности энергии используем формулу (32), так-
же поделив её на плотность пластины, исключив зависимость от xt, yt и подставив те же 
константы. Зависимость этой величины ( ),E z tρ%  от z и t представлена на рис.4. Из при-
ведённых графиков (и формулы (32)) видим, что плотность энергии – неотрицательная 
функция, изменение которой со временем также складывается из периодического и 
апериодического изменения. Последнее немонотонно при z>L, так что функция прохо-
дит через абсолютный максимум при t>0. Профиль плотности энергии при t=0 симмет-
ричен; со временем профили с одним максимумом чередуются с «двугорбыми» профи-
лями, причём максимум «одногорбого» профиля дрейфует в положительном направле-
нии. Увеличение частоты уменьшает амплитуду максимума плотности энергии. 
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                                      а)                                                                       б) 
 

Рис. 4. Зависимость текущей плотности энергии от времени при  z = 0, 4, 12 - (а)  
                          Профили плотности энергии в текущем состоянии при  t =0, 1,2,3,4  - (б) 
                          (принято: A=1,  L=4,  ω=3,  m=1) 
 
 
     Приведённые результаты получены аналитически, и общие формулы являются стро-
гими для данной модели. Их совокупность описывает локально и мгновенно простран-
ственно-временную эволюцию системы. Численные методы могут быть привлечены 
уже для получения из этих формул практически нужных таблиц и графиков. 
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Abstract. Statistical functions of distribution for the gas-like system of the dispersed par-
ticles in the periodical field were found from Liouville – Gibbs equation. The kinetic de-
scription of the evolution of the system for a special case was given. The main physical 
laws of the evolution of the system were revealed and their dependence from the task pa-
rameters was explored. 
Key words: dispersed system periodical field, kinetic of the evolution 
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ОРБИТЫ РЕЛЯТИВИСТСКОГО АНТИПРОТОНА 
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Аннотация. В статье исследуются орбитальные движения релятивистского нуклона 
и антинуклона в нелинейном поле массивного ядра. Данная задача приводится к 
системе нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка относительно 
радиальной координаты и  полярного угла частицы. Проводятся численные иссле-
дования этой системы уравнений. Показывается, что в случае движения вокруг ядер 
антипротонов могут возникать периодические орбиты. Исследуются условия их 
существования в релятивистском случае. 
Ключевые слова: ядерное поле, потенциал Юкавы, нуклоны, антипротоны, перио-
дические орбиты. 
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     Как известно, в отличие от электромагнитных сил, ядерные силы имеют конечный 
радиус действия 1510~ −

SR м, то есть являются короткодействующими. Описание ко-
роткодействующего характера ядерных сил и предсказание правильного значения мас-
сы переносчика ядерного взаимодействия – пиона стало возможным с появлением пер-
вой реалистической теории ядерных сил, предложенной в 1935 г. Х. Юкавой. 
     Уравнение Юкавы для описания ядерного поля в инерциальной системе отсчета мо-
жет быть представлено в следующем виде [1,2]: 
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где ϕ  – потенциал ядерных сил, отнесенный к массе покоя  протона; t  – время; 

( )zyx ,,=r  - радиус-вектор, πm  – масса покоя нейтрального пиона, pm  - масса покоя 
протона, 0ρ  – плотность массы покоя нуклонного источника, G – константа ядерного 
взаимодействия. 
     Как следует из экспериментальных данных [1,2], ядерному полю ϕ  соответствует 
следующая безразмерная величина 
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 . (2) 

 
     Теория Юкавы достигла немалых успехов в описании ядерных сил. Однако, как по-
казали экспериментальные исследования, эта теория может быть справедливой только 
при сравнительно небольших значениях ядерного потенциала [1,2], ввиду линейности 
уравнения Юкавы. При достаточно больших значениях ядерного потенциала линейная 
теория Юкавы перестает отвечать экспериментальным данным и должна быть заменена 
некоторым нелинейным обобщением. 
     Одно из таких нелинейных обобщений было предложено в работах [3-5]. В них 
обобщение уравнения Юкавы искалось в виде 
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где )(ϕf  – некоторая неизвестная функция ядерного потенциала. Ее нахождение было 
основано на следующем принципе, касающемся физического смысла скалярного по-
тенциала ϕ . Согласно ему, в нелинейной теории ядерных сил, так же как и в теории 
Юкавы, величина ϕpm  должна представлять собой потенциальную энергию протона. 
     Как было показано в [3-5], этому принципу отвечает только функция )(ϕf  следую-
щего вида: 
 

)/exp()( 2cf ϕϕ =  . (4) 
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     Будем рассматривать движение нуклонов и антинуклонов вокруг массивных ядер в 
рамках квазиклассического приближения. В этом случае для тензора энергии-импульса 
вещества и ядерного поля с потенциалом ϕ  в [3-5] было получено следующее выраже-
ние:   
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где 0ρ  - плотность массы частицы в состоянии покоя при 0=ϕ , 22 /4 pmGπλ = , 

ki
ik dxdxgds =2 , ikg  - метрический тензор, 3,2,1,0, =ki , ix  - пространственно-временные 

координаты, а потенциал ϕ  в инерциальной системе отсчета описывается уравнением 
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     Используя уравнение (3) для ядерного потенциала вместе с формулой (4) и соответ-
ствующий им тензор энергии-импульса, в работах [3-5] были найдены динамические 
уравнения для ядерного вещества. 
     При отсутствии электрического заряда вещества они имеют следующий вид в инер-
циальной системе отсчета: 
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где 222222 dzdydxdtcds −−−=  - пространственно - временной интервал геометрии 
Минковского с координатами  .   ,   ,  , 3210 zxyxxxctx ====     
     Для стационарного поля вне ядра, когда 00 =ρ , для уравнения (6) имеет место  ре-
шение Юкавы [1,2]: 
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где 0A  – некоторая константа  и  r  – радиальная координата. 
     Рассмотрим теперь движение нуклона или антинуклона при совместном действии 
ядерного и электромагнитного полей. Как показано в [3-5], это движение можно опи-
сать следующими уравнениями: 
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где k
nF   - тензор напряженности электромагнитного поля, qm   ,0 - соответственно масса 

покоя и заряд нуклона. 
     Следует отметить, что уравнения (9): 1) ковариантны по отношению к выбору инер-
циальных систем отсчета; 2) согласованы с формулой (4) и 3) в случае нерелятивист-
ских скоростей и при 1/ 2 <<cϕ  дают при 3,2,1=k  классические уравнения движения. 
Кроме того, уравнения (9) являются непротиворечивыми, так как первое из них )0( =k  
является следствием трех остальных. Это вытекает из тривиального тождества, полу-
чаемого умножением (9) на dsdxk / и суммированием по k  [3,5]. Поэтому при их реше-
нии достаточно удовлетворить только трем из них при 3,2,1=k . 
     Обратимся к движению нуклона или антинуклона в поле покоящегося ядра в плос-
кости .03 =x  
     Тогда  после выбора полярных координат: 
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и несложных вычислений уравнения движения (9) приобретают вид: 
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где 0e - элементарный заряд, Z - число протонов в ядре, τddrr /≡& , τθθ dd /≡&  и τ  - 
собственное время для движущейся частицы: cdsd /=τ . 
     Уравнение (11) имеет первый интеграл: 
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откуда 
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где const=D  и ( ) ( )∫
∞

−
+

=
r

drr
r

rA μμβ exp1
20 . 

      Переходя к функции )(θrr =  и полагая 
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получаем, используя (13): 
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     После подстановки (13) – (16) в уравнение (10) оно примет вид:  
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где 22 /  ,/  ),( θσσθσσθσσ dddd ≡′′≡′=  и )/exp(0 σμσϕ −−= A . 
     Перейдем к безразмерной форме данного уравнения, полагая 
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где πr  - комптоновский радиус нейтрального пиона. Тогда получим следующее уравне-
ние относительно функции )(θUU = : 
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где 0>b  для протона, 0=b  для нейтрона, 0<b  для антипротона и 
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     Для уравнения (19) было проведено большое число численных расчетов методом 
Рунге-Кутта четвертого порядка. Оно показало, что протоны и нейтроны могут дви-
гаться по периодическим орбитам только вокруг очень легких ядер. В то же время су-
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ществует широкий класс начальных условий для антипротонов, при которых становит-
ся возможным их периодическое движение вокруг средних и тяжелых ядер.    
     Для антипротонов численные расчеты их периодических орбит вокруг средних и 
тяжелых ядер проводились при различных отвечающих им значениях параметров 

dba  , ,  и различных допустимых начальных значениях 0)0( UU = . При этом полагалось 
0)0( =′U , что может быть обеспечено в рассматриваемых периодических орбитах вы-

бором начала отсчета полярного угла. Необходимо отметить, что изучались только те 
варианты, при которых значения 3,0/ ≤= rrU π . Тогда антипротон может обращаться 
на безопасном расстоянии от некоторого среднего или тяжелого ядра, при котором не 
может произойти его аннигиляция с протоном этого ядра.  
      Ниже приведены графики периодических орбит антипротонов при трех значениях 
параметра 0U  из рассматриваемого диапазона 3,00 0 ≤<U . На них представлена зави-
симость безразмерного радиуса орбиты Urr /1/ =π от полярного угла θ . 
     1) Случай 1,00 =U . 
     На рис.1 изображен график, отражающий в данном случае зависимость радиальной 
координаты антипротона от полярного угла при 2,0=a , 15,0=b  и 3,0=d .   
     2) Случай 2,00 =U . 
     На рис.2 изображен график, отражающий зависимость радиальной координаты ан-
типротона от полярного угла при 3,1=a , 1,0=b  и 6,0=d .   
     3) Случай 3,00 =U . 
     На рис.3 изображен график, отражающий зависимость радиальной координаты ан-
типротона от полярного угла при 5,0=a ,  2,0=b   и  3,0=d .  
 
 

 
 

Рис.1. График радиальной координаты антипротона в зависимости от 
полярного угла для случая 1 
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Рис.2. График радиальной координаты антипротона в зависимости 
от полярного угла для случая 2 

 
 
 

 
 

Рис.3. График радиальной координаты антипротона в зависимости 
от полярного угла для случая 3 

 
 
     В приведенных ниже таблицах указываются диапазоны значений параметра a  при 
различных значениях параметров b  и d , при которых возникают периодические орби-
ты антипротонов для каждого из вышеупомянутых трех случаев. 
 
 

Таблица 1 
Диапазоны значений параметра a для случая 1 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 51

 
b d=0,1 d=0,3 d=0,5 d=0,7 d=0,9 

0,045 0,0003 - 0,002 0,0007 - 0,006 0,0011 - 0,010 0,0016 - 0,014 0,0020 - 0,018 

0,046 
0,0003 - 0,002 
88,11 - 108,12 

0,0007 - 0,007
88,11 - 108,12

0,0020 - 0,013
88,11 - 108,12

0,0020 - 0,018 
88,11 - 108,11 

0,0020 - 0,021
88,11 - 108,11 

0,047 
0,0003 - 0,003 
66,08 - 106,12 

0,0008 - 0,011
66,08 - 106,12

0,002  -  0,018
66,08 - 106,12

0,0020 - 0,025 
66,08 - 106,11 

0,0020 - 0,029
66,08 - 106,11 

0,049 
0,0003 - 0,012 
22,02 - 102,12 

0,0008 - 0,036
22,02 - 102,12

0,002  -  0,060
22,02 - 102,12

0,0020 - 0,084 
22,02 - 102,11 

0,003  -  0,096
22,02 - 102,11 

0,050 0,0003 - 100,1 0,0009 - 100,1 0,0014 - 100,1 0,0019 - 100,1 0,0022 - 100,1 
0,060 0,0005 - 80,09 0,0013 - 80,09 0,0021 - 80,09 0,0029 - 80,09 0,0033 - 80,09 
0,070 0,0006 - 60,07 0,0018 - 60,07 0,0029 - 60,07 0,0041 - 60,07 0,0047 - 60,07 
0,080 0,0008 - 40,04 0,0024 - 40,04 0,0040 - 40,04 0,0056 - 40,04 0,0064 - 40,04 
0,090 0,0011 - 20,10 0,0033 - 20,10 0,0054 - 20,10 0,0076 - 20,10 0,0086 - 20,10 
0,100 0,0015  -  8,30 0,0043  -  8,30 0,0072  -  8,30 0,010   -   8,30 0,012   -   8,30 
0,110 0,0019  -  4,02 0,0057  -  4,02 0,0095  -  3,90 0,014   -   3,90 0,015   -   3,90 
0,130 0,0033  -  1,53 0,010   -   1,52 0,017   -   1,50 0,024   -   1,50 0,026   -   1,50 
0,150 0,0060  -  0,93 0,018   -   0,92 0,030   -   0,90 0,043   -   0,90 0,049   -   0,90 
0,160 0,0085  -  0,74 0,026   -   0,73 0,050   -   0,70 0,063   -   0,70 0,069   -   0,70 
0,180 0,022    -  0,35 0,075   -   0,30 0,150   -   0,30             -             - 
0,190 0,080    -  0,12 0,120   - 0,122             -              -             - 

 
 

Таблица 2 
Диапазоны значений параметра a для случая 2 

 
b d=0,1 d=0,3 d=0,5 d=0,7 d=0,9 

0,090 0,001 - 0,008 0,0029 - 0,024 0,0048 - 0,042 0,0066 - 0,06 0,0085 - 0,079 

0,091 
0,001 - 0,009 
1,330 - 2,690 

0,003  -  0,028
1,33    -    2,69

0,0050 - 0,048
1,33     -   2,68

0,007 - 0,069 
1,33   -   2,68 

0,009  -    0,09 
1,33    -    2,67 

0,094 
0,002 - 0,015 
0,880 - 2,610 

0,004  -  0,047
0,88    -    2,61

0,006  -  0,083
0,79    -    2,60

0,008 -   0,12 
0,74   -   2,59 

0,01    -    0,17 
0,74    -    2,58 

0,098 
0,002 - 0,061 
0,240  -  2,52 

0,004   -   2,51
            - 

0,006   -   2,50
            - 

0,0090 – 2,49 
            -  

0,020   -   2,48 
            - 

0,100 0,002  -  2,47 0,004   -   2,46 0,006   -   2,46 0,0085 - 2,45 0,011   -   2,45 
0,120 0,002  -  1,97 0,006   -   1,96 0,0095  -  1,96 0,0135 - 1,95 0,0173 -   1,94 
0,140 0,003  -  1,47 0,009   -   1,46 0,0147  -  1,45 0,021  -  1,44 0,027   -   1,43 
0,160 0,005  -  1,00 0,014   -   0,99 0,023   -   0,97 0,032  -  0,96 0,042   -   0,95 
0,180 0,007  -  0,74 0,021   -   0,72 0,037   -   0,72 0,052  -  0,70 0,068   -   0,68 
0,200 0,012  -  0,50 0,037   -   0,50 0,070   -   0,47 0,099  -  0,43 0,140   -   0,39 
0,220 0,025  -  0,30 0,090   -   0,23             -            -             - 
0,230 0,040  -  0,15             -             -            -             - 

 
Таблица 3 

Диапазоны значений параметра a для случая 3 
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b d=0,1 d=0,3 d=0,5 d=0,7 d=0,9 
0,08 0,0007 - 0,001 0,0021 - 0,0041 0,0035 - 0,007 0,005 - 0,0099 0,006 - 0,012 
0,10 0,0012 - 0,003 0,0035 - 0,0092 0,0058 - 0,015 0,0081 - 0,022 0,011 - 0,029 
0,12 0,0018 - 0,007 0,0053  -  0,022 0,0090  -  0,04 0,013  -  0,058 0,017 - 0,079 
0,13 0,0021 - 0,013 0,0064  -  0,043 0,011  -  0,081 0,016   -   0,13 0,020  -  1,00 
0,14 0,0026  -  1,03 0,0077   -   1,02 0,013   -   1,01 0,019   -   0,99 0,024  -  0,98 
0,16 0,0037  -  0,89 0,012    -    0,88 0,019   -   0,87 0,027   -   0,86 0,035  -  0,84 
0,18 0,0052  -  0,76 0,016    -    0,74 0,027   -   0,73 0,039   -   0,71 0,052  -  0,69 
0,20 0,0080  -  0,63 0,023    -    0,61 0,040   -   0,59 0,059   -   0,56 0,079  -  0,53 
0,22 0,011   -   0,50 0,035    -    0,47 0,063   -   0,43 0,097   -   0,39 0,15   -   0,34 
0,24 0,017   -   0,36 0,059    -    0,31 0,150   -   0,23             -           - 
0,26 0,032   -   0,22              -             -             -           - 

 

     Из полученных результатов вытекает вывод о возможности существования массив-
ных квазиядер, содержащих наряду с протонами и нейтронами также антипротоны. Та-
кие квазиядра могут быть получены путем облучения средних и тяжелых ядер атомов 
антипротонами, энергия которых соответствует диапазону параметра a.  
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PERIODIC ORBITS OF THE RELATIVISTIC ANTIPROTON 
IN A NONLINEAR NUCLEAR FIELD 
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Abstract. In the paper orbital movements of a relativistic nucleon and antinucleon in the 
nonlinear field of a massive nucleus are studied. The problem is reduced to a system of 
nonlinear differential equations of the second order with respect to the radial coordinate 
and polar angle of the particle. Numerical computations for this system of equations are 
carried out. It is shown that periodic orbits can occur in the case of movements of antipro-
tons about nuclei. Conditions of their existence in the relativistic case are investigated. 
Key words: nuclear field, Yukawa’s potential, nucleons, antiprotons, periodic orbits. 
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ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ 
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ПОЛЯРИЗАЦИИ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛОВ 
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ИНЖЕКТИРОВАННЫХ ЗАРЯДОВ 

 
А.Г. Масловская,  Т.К. Барабаш 

 
Амурский государственный университет (АмГУ) 
675027, Благовещенск, Игнатьевское шоссе, 21 

 
Аннотация: Представлен анализ процесса переключения поляризации сегнетоэлек-
трических кристаллов в режиме инжекции электронных пучков под поверхностный 
слой образца. Предложена имитационная модель, отражающая динамику переполя-
ризации сегнетоэлектрического кристалла в рамках двумерного геометрического 
представления. Проведен расчет поляризационного тока модельных сегнетоэлектри-
ков в инжекционном режиме. 
Ключевые слова: сегнетоэлектрик, переключение поляризации, инжекция электро-
нов, облучение, имитационная модель 

 
     Введение 
     Сегнетоэлектрические кристаллы и пленки широко используются в качестве ячеек 
памяти в интегральных устройствах и другой технике. Важнейшим свойством сегнето-
электрических материалов является способность менять направление поляризации, в 
результате чего возникает ток переключения. Первые количественные эксперименты 
по определению временных и полевых зависимостей переполяризации были выполне-
ны Мерцем на титанате бария. Основанный Мерцем метод наблюдения тока переполя-
ризации при переключении в импульсных полях, является наиболее прямым методом 
изучения переключения в кристаллах с малой проводимостью [1]. В настоящее время 
известно большое количество направлений по теоретическим и экспериментальным 
исследованиям процессов переключения поляризации и динамики доменов сегнето-
электрических кристаллов. Экспериментальные данные включают как результаты пря-
мых микроскопических наблюдений доменов при переключении, так и электрические 
измерения объемных кристаллов [1], при этом динамические характеристики опреде-
ляют либо в плавно меняющихся синусоидальных полях, либо в импульсных полях 
различной формы. В то же время, среди исследований в этой области существуют на-
правления, опирающиеся на использовании нестандартных методов переполяризации 
сегнетоэлектриков [2-4].  
     Исследование процессов переключения сегнетоэлектриков возможно с использова-
нием методик растровой электронной микроскопии. В частности, известна аналитиче-
ская методика электронного зондирования сегнетоэлектриков – режим электронно-
стимулированных поляризационных токов [4], использующий специфический сигнал 
токов образца. Данная методика позволяет одновременно наблюдать и регистрировать 
поляризационные процессы, инициируемые инжекцией пучка электронов под поверх-
ность образца [5].  
     Целью данной работы является построение имитационной модели процесса пере-
ключения поляризации сегнетоэлектрических кристаллов в режиме инжекции электро-
нов под поверхностный слой, реализация разработанной модели с помощью компью-
терных средств, а также качественный анализ результатов моделирования.  
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     Описание физической модели процесса переключения поляризации сегнето-
электрических кристаллов в инжекционном режиме 
     В практике математического моделирования динамики доменной структуры и при 
теоретическом анализе кинетики токов переполяризации наибольшее распространение 
получили: модели, развивающие кинетическую теорию фазовых переходов I рода, мо-
дели, основанные на статистической теории кристаллизации Колмогорова-Аврами, мо-
дели, использующие апостериорные оценки, а также модели, базирующиеся на фрак-
тальном подходе и теории клеточных автоматов [6-10]. Во многих случаях авторы ис-
пользуют следующее выражение для расчета тока переключения: 
 

( )0/
( ) 2 S

dQ t t
I t P S

dt
= ⋅ ⋅  ,  

 
где SP  – спонтанная поляризация, Кл/м2; S – площадь электрода образца, м2; ( )0/Q t t  – 

доля переключаемого объема кристалла; 0t  – время переключения, с; ( )I t  – ток пере-
ключения, А. 
     Выражение для тока переключения, определяемого долей переключаемого объема, в 
моделях различных размерностей преобразуется к одной из следующих формул: 
 

2 2 2( ) S S SP P PdV dS dxI t d S
L dt L dt L dt

= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  ,  

 
где /dx dt  – скорость движения стенки, м/с; L – толщина кристалла, м; d – линейный 
размер грани кристалла, м; V – объем кристалла, м3. 
     В [11] представлена методика одновременного наблюдения доменной структуры и 
регистрации процесса переполяризации сегнетоэлектрического кристалла ТГС при по-
вышенных ускоряющих напряжениях, а также предложена математическая модель, по-
зволяющая на качественном уровне описать наблюдаемые явления. Применение высо-
ких ускоряющих напряжений (>10кВ) и инжекция электронного пучка под поверхность 
сегнетоэлектрического кристалла вызывают накопление заряда в облученном слое об-
разца, и инициируют процесс переключения поляризации необлученной части образца 
(схема распределения зарядов приведена на рис.1). Накопление зарядов на верхнем и 
нижнем электродах вызывает появление полей Е1 и Е2 в соответствующих слоях кри-
сталла. Поле Е2, возникающее в необлученной части кристалла, способно вызвать пе-
реполяризацию основного объема образца. 
     При построении модели использована следующая зависимость скорости движения 
доменной границы v от поля E, которая во многих случаях подтверждается экспери-
ментальными данными [2, 10]: 
 

expv v
E
δ

∞
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  

 
где v∞ –максимальная скорость движения стенки при E →∞ , м/с; δ – поле активации, 
В/м. 
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Рис.1. Схема переключения поляризации в кристалле сегнетоэлектрика 
                                под действием инжектированных зарядов; 
                                q – накапливаемый заряд в облученном слое; 
                                q1, q2 –наведенные в электродах заряды; 
                                I1, I2 – токи во внешних цепях; 
                                E1, E2 – поля в приповерхностном слое и толще образца;  
                                P – вектор спонтанной поляризации;  
                                L – толщина кристалла; l0 – толщина слоя инжекции. 
 
 
     В модельных представлениях динамики доменных границ предполагают, что про-
цесс переполяризации осуществляется путем бокового прорастания зародышей доме-
нов, либо посредством сквозного прорастания клинообразных доменов. Эксперимен-
тальные исследования переполяризации сегнетоэлектрического кристалла ТГС в режи-
ме инжекционного контакта [4] показывают, что форма доменов значительного размера 
в процессе переполяризации не изменяется, а наблюдается лишь ее эрозия, что свиде-
тельствует об отсутствии заметного бокового движения доменных стенок, которое на-
блюдается во многих других случаях.  
     Математическое моделирование формирования тока переполяризации 
     Теоретический анализ кинетики переключения поляризации сегнетоэлектрических 
доменов в инжекционном режиме позволяет рассмотреть различные модельные пред-
ставления этого процесса. Модельный расчет проводился по отношению к кристаллам 
с 180° доменами. Предполагалось, что доменная граница прорастает клиньями с неиз-
менной величиной ширины основания 2y, при этом угол θ  доменной стенки изменяет-
ся. Процесс переполяризации заканчивается, когда середина клина x(t) переходит гра-
ницу L–l0.  
 
    Математическая постановка задачи описывается системой соотношений [11]:  
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где 1 /L vτ ∞=  – характерный параметр – «время» прорастания границы сквозь кристалл; 

2 0 0/( )L jlτ εε=  – характерный параметр – «время» накопления заряда, создающего поле 

2E δ=  при данной плотности тока j; 3 2 /SP jτ =  – характерный параметр – «время», в 
течение которого данный ток создаст плотность заряда 2 SPσ = ; ( )z t  – текущее рас-
стояние до середины клина; ( ) ( )00 2x t L l≤ ≤ − , ( )0 0x t = = . 
     Расчет тока переключения и имитационное моделирование проводились в ППП Mat-
lab. Применение неявной схемы метода Адамса III-го порядка точности к решению за-
дачи Коши для нелинейного дифференциального уравнения (1): 
 

[ ]1 1 15 8
12i i i i i
hx x f f f+ + −= + + −  ,  

 

( ) ( )
2

2
1 3 3 0

, exp
cos 1 ( ) /(2 )

Lf t x
t x t l

τ
τ τ τ θ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

  

 
обеспечивает строгую устойчивость решения. При реализации численного алгоритма 
многошагового метода стартовые значения определялись с помощью неявного метода 
Эйлера. Полученная система нелинейных уравнений решалась методом простых итера-
ций.  
     Моделирование проводилось в нормированных величинах. Переменные и парамет-
ры модели нормировались в соответствии с данными физического эксперимента: 1L =  
усл.ед. - толщина кристалла (остальные характерные параметры расстояния определе-
ны по отношению к L); 0 0.002l ≈  усл.ед. - толщина слоя инжекции; 5d =  усл.ед., 

2.5y =  усл.ед., 25S =  кв.усл.ед. - линейные размеры и площадь облучаемой грани кри-
сталла; 1 1τ =  усл.ед. - характерное время пробега всей толщины кристалла; 2 0.5τ =  
усл.ед. - характерное время инжекции заряда при данной плотности тока в единицу 
времени; 3 2τ =  усл.ед. - характерное время, за которое ток создает плотность заряда 
2 SP . 
     Реализация имитационной модели и анализ результатов моделирования 
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     Геометрический принцип, лежащий в основе изложенной математической модели 
процесса переключения, можно реализовать наглядно, используя графические возмож-
ности математических пакетов. Для обобщенной модели переключения в рассматри-
ваемом режиме можно ввести в рассмотрение следующий модифицированный подход. 
Если объем кристалла разделить на несколько областей, в которых процесс переполя-
ризации начинается не одновременно, а с некоторым временным интервалом, то сум-
марный отклик определится всем на данный момент переполяризованным объемом. 
Этот процесс эквивалентен процессу «зародышеобразования» – образованию новых 
областей переполяризации, вследствие чего ток переполяризации будет иметь харак-
терные «всплески», отвечающие за появление все новых и новых «зародышей» в кри-
сталле. Подобные процессы в кристалле многие авторы связывают с появлением им-
пульсов Баркгаузена на кривой тока.  
     В соответствии с указанным подходом, в алгоритмической реализации модели было 
учтено, что «прорастание» областей противоположной полярности начинается с раз-
личной скоростью и в различные моменты времени, что в некотором смысле согласует-
ся с принципом, лежащим в основе α-модели Колмогорова-Аврами. Кроме того, выбор 
области, начала момента переключения и скорости прорастания домена проводился в 
соответствии со схемой случайного выбора метода Монте-Карло. Критерий останова 
вычислительного процесса можно связать с условием завершения процесса переполя-
ризации: «прорисовка» области переключения заканчивается при достижении высоты 
клина x(t) значения ( )02 lL − . Предложенную модель нетрудно обобщить и на случай 
трехмерной модели, в которой клинообразный рост доменов реализуется геометриче-
ски в виде последовательного изменения объема конусов. Схема подобного «прораста-
ния» доменов показана на рис.2. 
     Разработанное программное приложение позволяет в режиме анимации наблюдать 
последовательные стадии переключения доменов. Конфигурация модельного прорас-
тания доменов конусообразной формы в фиксированные моменты времени показана на 
рис.3.  

 

 
 

Рис.2. Геометрия модельного образца 
 
     При реализации имитационной модели проводилась также и визуализация прораста-
ния доменов конусообразной формы сквозь нижнюю грань кристалла. На рис.4 показа-
но последовательное расширение доменов конусообразной формы в те же моменты 
времени. 
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Рис. 3. – Фрагменты прорастания доменов конусообразной формы 
(сечение по толщине кристалла – проекция на плоскость Оxy). 

 
 

 

 

 
 

Рис. 4. – Фрагменты прорастания доменов конусообразной формы 
сквозь нижнюю грань кристалла (в проекции на плоскость Оyz при x=L). 

 
 
     В процессе реализации модели проводился также расчет тока переключения для 
всей области путем частичного суммирования тока от каждой подобласти:  
 

∑ ⋅=
=

n

i
ii II

1
α  ,  

 
где n – число подобластей; iα  – весовой коэффициент, определяемый относительной 
шириной клина подобласти. 
     На рис.5 представлен результат моделирования кривой импульса тока переключения 
(кривая сглажена по соседним расчетным точкам).  
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Рис.5. Форма импульса тока переключения поляризации 

 
 
     Форма поляризационного тока воспроизводит основные особенности эксперимен-
тальных данных, наблюдаемых в инжекционном режиме [4]. Как видно из рисунка, 
кривая поляризационного тока отличается характерным нарастанием в начальные мо-
менты времени и дальнейшим спаданием на нулевой уровень. Наблюдаемый началь-
ный выброс связан с усилением поля, вызванным дрейфом границы, а также резким 
увеличением скорости движения доменной стенки. Уменьшение поля за счет наклона 
стенки является причиной замедления движения границы, спадание отклика соответст-
вует этапу завершения поляризации, что происходит после прорастания вершины кли-
на сквозь образец. В общем случае характер завершения поляризации и спадание тока 
зависят от способа движения доменной границы. При прорастании клинообразных до-
менов особенностью является существование остаточных клиньев – частей неперепо-
ляризованного объема. При боковом движении границ ток спадает при слиянии домен-
ных стенок.  
     Таким образом, рассмотренная модель имитирует процесс переключения поляриза-
ции сегнетоэлектрических кристаллов, дает возможность математически описать физи-
ческие процессы, наблюдаемые при переключении доменов в режиме инжекции, а так-
же рассчитать основную динамическую характеристику процесса переключения – ток 
переключения. 
     Заключение 
     В работе представлены результаты математического моделирования процесса пере-
ключения поляризации сегнетоэлектрических кристаллов под действием инжектиро-
ванного пучка электронов. Представленная имитационная модель динамики доменной 
структуры модельного сегнетоэлектрического кристалла ТГС реализуется с помощью 
численных алгоритмов решения начальных задач для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений и графических возможностей математического пакета прикладных про-
грамм Matlab. Моделирование поляризационных процессов проведено с учетом выбора 
параметров, отвечающих условиям экспериментального наблюдения (по данным лите-
ратурных источников). Предложенное программное приложение позволяет рассчиты-
вать ток переключения, а также наблюдать анимацию последовательных стадий пере-
ключения исследуемых образцов.  
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     Работа выполнена при поддержке АВЦП «Развитие научного потенциала высшей 
школы», грант №2.1.2/707. 
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Аннотация. Исследована структура физических полей (избыточной плотности, го-
ризонтальной и вертикальной скорости) локализованных стационарных полноне-
линейных возмущений в трехслойной симметричной жидкости. Проанализированы 
соотношения «ширина-амплитуда», «скорость-амплитуда» для таких волн и их за-
висимость от вертикальной координаты. Проводится сопоставление со слабонели-
нейной теорией. 
Ключевые слова. Солитон, вертикальная мода, нелинейность, модифицированное 
уравнение Кортевега – де Вриза 

 
     Внутренние волны (ВВ) возникают в стратифицированных по плотности водоемах и 
распространены повсеместно: в озерах, бесприливных морях, реках, водохранилищах. 
Множество природных механизмов является источником образования возмущений 
внутри вод Мирового океана. Это и «деформации» (искажения) поля плотности в мес-
тах впадения рек или вблизи тающих ледников, и внезапная смена атмосферного дав-
ления, и возникновение колебаний при обтекании неровностей дна баротропным при-
ливом. Существует большое количество исследований, доказывающих важнейшую 
роль внутренних волн во всех динамических процессах Мирового Океана [1,2,3]. При 
этом особого внимания заслуживают интенсивные внутренние волны (ИВВ) – волны 
больших амплитуд с явными признаками нелинейности, в частности, солитоны ВВ, о 
которых пойдет речь в настоящей статье. Такие интенсивные внутренние волны (ИВВ) 
необходимо наиболее детально исследовать, так как они являются важным источником 
сильных течений, вертикального перемешивания и эрозии дна, чему посвящено немало 
работ. В частности, в [4] утверждается, что прохождение внутренних солиборов может 
приводить к стократному увеличению диффузии и перемешивания через термоклин. В 
[5] обсуждается роль ИВВ в создании сдвигов скорости и неустойчивости в придонном 
слое моря, а также их важная роль в транспорте наносов. Немаловажно и то, что внут-
ренние уединенные волны могут участвовать в распространении загрязнений и приме-
сей на большие расстояния (подобно течениям).  Причем наиболее интересны в этом 
смысле предельные формы солитонов ВВ, представляющие собой волны с широкой 
плоской вершиной, имеющие максимум в распределении поля горизонтальных скоро-
стей на поверхности и дне жидкости. Моделирование динамики таких волн проводи-
лось многими исследователями для разных гидрологических условий, например в [6] 
для экспоненциальной стратификации, в [7,8] для двухслойной жидкости, а также в ря-
де других работ [9,10,11].  
     В настоящей работе нами будет рассмотрена пространственная структура УВВ в 
бассейне с трехслойной симметричной стратификацией.  
     Такая стратификация не типична для открытого океана, но неплохо аппроксимирует 
профиль плотности воды для ряда морских акваторий. В частности, трехслойная стра-
тификация довольно часто встречается в Балтийском море [12,13]. Изучение волновых 
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процессов здесь представляет огромный практический интерес в настоящее время вви-
ду возросшей антропогенной нагрузки на эту акваторию (по дну прокладывается газо-
провод, ведется разработка месторождений нефти и других полезных ископаемых). 
Очевидно, одна из основных задач экологического мониторинга – прогноз дрейфа неф-
тяных пятен, как и инженерная задача оценки волнового воздействия на гидротехниче-
ские сооружения, не может быть решена без учета влияния ИВВ.  
     При этом существует ограниченное количество работ, где рассматривались бы ИВВ 
в симметричном трехслойной среде. Так, предельные формы солитонов внутренних 
волн в трехслойном океане были получены еще в [14,15]. Однако в этих работах осо-
бенности пространственной структуры УВВ не рассматривались, тогда как без этого 
невозможен анализ воздействия ИВВ на окружающую среду. 
     Существует два подхода к моделированию ВВ вообще. Во-первых,  использование 
слабонелинейных моделей, таких как уравнение Кортевега – де Вриза для волн малой 
амплитуды и модифицированное уравнение Кортевега – де Вриза (МКДВ) для волн ко-
нечной амплитуды [16,17], которые несмотря на все достоинства, связанные с разрабо-
танным математическим аппаратом и глубокой, детальной изученностью, дают нам 
весьма идеализированное представление о процессе и результатах эволюции волновых 
возмущений, неприменимое для описания волн умеренной и большой амплитуды, мак-
симально интересных в прикладных исследованиях [15]. Во-вторых, прямое численное 
интегрирование полной системы уравнений движения жидкости (Эйлера или Навье – 
Стокса) для волн большой амплитуды (существенно нелинейных (интенсивных)). Наи-
более известные численные модели описаны в [18, 19, 20, 21, 22]. Одна их первых и из-
вестных таких моделей – модель, разработанная профессором университета Ватерлоо 
(Канада) К.Г. Лэмбом, позволяет численно решать полнонелинейную систему уравне-
ний гидродинамики невязкой несжимаемой стратифицированной жидкости в прибли-
жении Буссинеска. Модель Лэмба (IGW) активно используется исследователями, как в 
России, так и за рубежом, является востребованным и надежным вычислительным ин-
струментом. Авторы выражают свою признательность профессору Лэмбу за предостав-
ленную им возможность пользоваться этим программным пакетом.  
     Программный комплекс численно решает систему уравнений, описывающих движе-
ние невязкой несжимаемой стратифицированной жидкости в вертикальной плоскости в 
приближении Буссинеска: 
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     Эти уравнения решаются в пространстве размерности 2+1, т.е. все физические вели-
чины являются функциями x, z и t. Здесь ),( wuU =

r
 - вектор скорости в вертикальной 

плоскости (x, z), u – скорость вдоль горизонтальной оси x, w – скорость вдоль верти-
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кальной оси z, v – компонента скорости в поперечном направлении y, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=∇
zx

,
r

 - 

оператор градиента, t – время, ρf – плотность морской воды, ρ0 – постоянная характер-
ная плотность (возникает в силу предположения, что плотность воды в исследуемом 
бассейне меняется незначительно, т. е. в силу приближения Буссинеска: 

)1(0 ρρρ +=f ), ρ-безразмерная величина (аномалия плотности), g – гравитационное 

ускорение, f – параметр Кориолиса, i
r

 и k
r

 - единичные орты по осям x и z. 
     Модель Лэмба численно решает систему уравнений (1)-(2).Пространственная рас-
четная область имеет горизонтальный размер L, вертикальный – H. Задача решается в 
области {- L/2 ≤ x ≤ L/2, - H ≤ z ≤ 0}. На поверхности океана используется приближение 
«твердой крышки» w = 0 при z = 0. Граничное условие на дне ставится как условие не-
протекания w = 0 при z = - H. Правая и левая границы являются открытыми. 
     Процедура численного решения системы основана на неявной предиктор-
корректорной двухшаговой конечно-разностной схеме. 
     Верификация модели была проведена ранее в работах [20, 23, 24] 
     Центральное место при постановке настоящей задачи занимает вопрос задания на-
чальных условий.   
     Для инициализации модели необходимо задать горизонтально-однородное невоз-
мущенное поле плотности морской воды ρmean(z), а так же начальное возмущение поля 
плотности в форме ρ(x, z, t = 0) = ρmean(z – η(x)) и начальное распределение скоростей, 
которое выбирается исходя из линейной теории длинных волн в соответствии с возму-
щением плотности. 
     В настоящей работе инициализация поля плотности в начальный момент времени 
проводилась следующим образом: 
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где Ф(z) – решение краевой задачи для вертикальной структуры моды: 
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Здесь с – фазовая скорость среды, N(z) – частота Вяйсяля- Брента. 
     Для сокращения времени адаптации и формирования УВВ F(x) – горизонтальная 
структура поля смещений в (5) задавалась как солитон уравнения МКДВ первой моды с 
известными параметрами:  
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     Поскольку солитоны МКДВ являются точными аналитическими решениями уравне-
ний (1) в приближении слабой нелинейности, то при малых амплитудах превращение в 
полнонелинейный солитон проходит с незначительным изменением параметров волны. 
Однако при возрастании амплитуды перестройка солитона МКДВ в численную уеди-
ненную волну происходит более интенсивно, что, в конечном итоге, делает невозмож-
ным образование предельных форм численных уединенных волн из солитонов МКДВ 
большой амплитуды (у солитонов мкдв нет предельной амплитуды, она возрастает не-
ограниченно, при этом масса остается постоянной). Поэтому для получения предель-
ных форм численных солитонов в рассматриваемой среде нами использовалось возму-
щение в виде прямоугольного импульса (с достаточной энергией)  вида: 
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     Горизонтальная и вертикальная составляющие скорости задавались в линейном при-
ближении: 
 

dz
dxcFtzxu Φ
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     Шаг по пространству между узлами сетки, а также шаг по времени выбирались ис-
ходя из критерия устойчивости Куранта — Фридрихса — Леви. 
     Численные эксперименты проводились как для волн понижения, так и для волн по-
вышения уровня. В процессе нелинейной эволюции начальная волна трансформирова-
лась в распространяющийся волновой пакет, причем со временем происходило разде-
ление головной УВВ и осциллирующего следа. Стоит отметить, что критерием форми-
рования УВВ служили оценки изменения параметров, описанные в работе [8]. 
     Рассмотрим качественные особенности пространственной структуры интенсивных 
внутренних уединенных волн для симметричной трехслойной стратификации и срав-
ним результаты численного моделирования с предсказаниями слабонелинейной теории. 
Здесь стоит отметить, что, вообще говоря, эволюционные уравнения одномерны по 
пространству, и для того, чтобы анализировать пространственную структуру решения, 
необходимо учитывать вертикальную структуру моды. Мы будем рассматривать реше-
ние в двумерном пространстве с учетом линейной вертикальной моды и первой нели-
нейной поправки к ней (рис.1): 
 

)()()()(),( 2 zTxAzxAzx n+Φ=η  (10) 
     На рис. 2 слева изображено поле избыточной условной плотности (изопикны) для 
солитона амплитуды 12.05 м. Для сравнения в поле плотности пунктирными линиями 
показано также поле солитона мКдВ, имеющего такую же амплитуду. Из рис. 2 (слева) 
очевидно, что полнонелинейная уединенная волна значительно шире солитона мКдВ, 
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то есть имеет предельную амплитуду, по достижении которой начинает расти в шири-
ну. Кроме того, разница между смещениями изопикн в поле солитона ПН и МКДВ вы-
ше верхнего интерфейса  больше, чем для изопикн, расположенных ниже этого же ин-
терфейса. Тогда как для изолиний аномалии плотности вблизи нижнего интерфейса на-
блюдается противоположная картина. Асимметрия наблюдается и относительно сред-
него уровня: если вертикальное смещение ПН на верхнем интерфейсе превосходит 
смещение МКДВ, то на нижнем интерфейсе наблюдается обратная картина. 
 
 

 
 

Рис.1. Вид профиля плотности, частоты Вяйсяля-Брента, вертикальной структуры моды 
и нелинейной поправки для сглаженной 

трехслойной симметричной стратификации плотности. 
 
 
     Для сравнения на рис.2 справа изображено поле избыточной плотности солитона 
МКДВ с учетом и без учета первой нелинейной поправки Tn. Из рис.2 (справа) видно, 
что Tn вносит значительную асимметрию в вертикальную структуру волнового поля. 
     На рис.3 изображены аналогичные рис.2 вертикальные структуры полей избыточной 
плотности для солитона с амплитудой 10.03 м. Асимметрия в этом случае менее ярко 
выражена.  
     При малых же амплитудах структура решений ПН, МКДВ с учетом и без учета Tn 
почти одинакова (нелинейность не играет важной роли) 
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Рис.2. Вертикальная структура поля избыточной плотности для солитона с а_m = 12.05. 
Слева: пунктиром показано поле мКдВ солитона;  

справа: сплошной линией показано решение без учета первой нелинейной поправки. 
 
 

 
Рис.3. Вертикальная структура поля избыточной плотности для солитона с а_m = 10.032. 

Слева: пунктиром показано поле мКдВ солитона; 
справа: сплошной линией показано решение без учета Tn 
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     Пространственная структура поля горизонтальной скорости характеризуется нали-
чием локальных максимумов на поверхности и дне жидкости, причем разница их зна-
чений тем больше, чем больше амплитуда солитона (рис. 4 а, б, в: для случая (в) ско-
рость на поверхности 72.8 см/c ( c4.0 ), на дне -61.2 см/c ( c37.0 ), для случая (б) 32.5 
( c2.0 ) и -31.6 см/c( c19.0 ) соответственно, для (а) обе равны по 5.46 см/c( c03.0 ), но 
имеют разное направление). Также из  рис. 4 видно, что в средней части солитона в 
верхнем и нижнем слое располагаются достаточно обширные области, внутри которых 
скорости близки к поверхностному и придонному максимуму соответственно, при этом 
толщина (вдоль оси z) верхней области в центре солитона тем меньше толщины ниж-
ней, чем больше амплитуда. В среднем слое преобладает более узкая (вдоль оси x) об-
ласть скоростей, сонаправленных со скоростями в верхнем слое, ниже которой распо-
лагается более широкая область, охватывающая почти весь диапазон скоростей в ниж-
нем слое. Разница между  толщинами (вдоль оси z) этих двух областей в среднем слое 
тем больше, чем меньше амплитуда. Для солитонов отрицательной полярности наблю-
дается обратная картина. 
 

 
 

Рис. 4 – Поле горизонтальной скорости в см/c для ПН солитона с амплитудой (а) 0.923 м (б) 
5.57 м (в) 12.05 м, распространяющегося в бассейне с глубиной 100 м. 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 68 

     Стоит отметить, что для широкого солитона орбитальная скорость жидких частиц на 
свободной поверхности в два с небольшим раза меньше фазовой скорости (166.2 см/c), 
при этом по своей структуре поле горизонтальной скорости внутри такого солитона на-
поминает плоскопараллельный поток, распространяющийся со скоростью солитона. 
     Следующая характерная особенность – положение нулевой изолинии горизонталь-
ной скорости в пространстве. Нулевая изотаха в центре солитона расположена на глу-
бине (в) 54.5 м (б) 61.5 м (а) 63.1 м. При удалении от центра она сначала заглубляется 
до уровня (а,б) 63.5 м/ поднимается до уровня (а) 60.5 м, а затем поднимается до (в) 
58.5 м (б) 60.5 м. Таким образом, общее изменение глубины залегания составляет (в) 9 
м ( a75.0 ) (б) 2 м ( a36.0 ) (а) 2.5 м ( a7.2 ). 
     На рис.5 представлено поле вертикальной скорости для солитонов с амплитудами 
0.92 м, 5.57 м, 12.05 м. Для предельного солитона линия нулевой скорости имеет заги-
бы вблизи верхнего и нижнего интерфейса, максимумы отстоят друг от друга на боль-
шую величину, чем для случая a_m = 0.92 (хотя ширина рассматриваемого солитона с 
a_m=12.05 меньше, чем у солитона с a_m = 0.92), и поскольку ширина предельного со-
литона может возрастать неограниченно, области с максимальными вертикальными 
скоростями могут отодвигаться друг от друга также неограниченно.  
     Еще один вывод, который может быть сделан из качественного анализа рис.2,3 со-
стоит в том, что ширина интенсивного солитона зависит от глубины. Этот вывод под-
тверждается количественными оценками. На рис. 6 представлена зависимость λ от z, 
определяемая в соответствии с работой [25] как 
 

∫
+∞

∞−

= dxzx
za

z ),(
)(2

1)( ηλ  (11) 

 

для пяти УВВ, имеющих амплитуды 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м. 
Здесь η(x,z) – профиль изопикны. Аналогичная зависимость для солитонов МКДВ этих 
же амплитуд представлена сплошной линией (черным цветом изображено решение 
МКДВ без учета Tn). Все кривые пронормированы на значение ширины волны на глу-
бине 50 м. Если все кривые солитонов МКДВ монотонны (убывание ширины волны с 
глубиной), причем, чем больше амплитуда, тем больше убывает ширина волны, то для 
численных солитонов наблюдается качественно другая зависимость. Наиболее нели-
нейный характер зависимости длины волны от глубины наблюдается для солитона с 
амплитудой 0.923 м. Его ширина выше верхнего интерфейса превосходит значение на 
глубине 50м, на верхнем интерфейсе достигает его, а затем опять становится меньше. 
Для второй половины бассейна наблюдается обратная картина. Для солитонов бо̀льших 
амплитуд зависимость почти монотонна, причем при увеличении амплитуды ширина 
волны больше меняется с глубиной. Исключение составляет ИУВВ предельной ампли-
туды, для которой характер зависимости ширины волны от глубины наиболее близок к 
линейному. 
     Зависимость вертикальной структуры численных солитонов от амплитуды пред-
ставлена на рис.7,8. Вертикальные профили пронормированы на величину, соответст-
вующую максимуму солитона МКДВ, имеющему такую же амплитуду. Профили a(z) и 
u(z) построены для центрального сечения солитона, а кривые w(z) показывают распре-
деление вертикальной скорости на некотором удалении от центра, где вертикальная 
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скорость достигает своего максимума. Таким образом, рис. 7, 8 демонстрируют разли-
чия между вертикальными структурами ИУВВ и солитонов МКДВ. 

 
Рис. 5 – Поле вертикальной скорости в см/c для ПН солитона с амплитудой (а) - 0.923 м,  

(б) - 5.57 м, (в) - 12.05 м, распространяющегося в бассейне с глубиной 100 м. 
 

 
Рис. 6 – Зависимость ширины солитона от глубины, рассчитанная по формуле (11), 
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для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 
(нормировка проводилась на значение ширины солитона 

на полуглубине бассейна; пунктир – ПН модель, сплошная - МКДВ) 

 
 

Рис.7. Нормированные вертикальные профили волновых отклонений 
(курсив – ПН модель, сплошная – МКДВ, 

симметричная кривая – вертикальная структура моды) 
для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 

(нормировка проводилась на значение отклонения 
солитона МКДВ на полуглубине) 

 
     Из рис.7 видно, что максимум амплитуды вертикального смещения в центре солито-
на достигается вблизи нижнего интерфейса, причем это значение для всех ИУВВ, кро-
ме волн предельной амплитуды, больше аналогичных значений солитонов МКДВ. 
     Отличие профилей горизонтальной скорости численной уединенной внутренней 
волны возрастает с увеличением амплитуды: УВВ поднимает точку смены знака гори-
зонтальной скорости по сравнению с солитоном МКДВ на тем большую величину, чем 
больше амплитуда волны, в то же время величина горизонтальной скорости УВВ на 
свободной поверхности тем больше аналогичного значения для солитона МКДВ, чем 
больше амплитуда. Поэтому если для волн с a_m=0.92 м есть участки, где профили U 
для солитона и УВВ почти совпадают или находятся близко, то оценки скоростей для 
волн с a_m=12.05 существенно различны. Поведение придонных и поверхностных го-
ризонтальных скоростей будет проанализировано отдельно. 
     Для вертикальных скоростей разница между профилями вертикальных скоростей 
солитонов МКДВ и УВВ одной амплитуды также существенно возрастает с увеличени-
ем амплитуды. Причем, отличаются не только количественные характеристики (вели-
чины скоростей), но и качественная картина волнового профиля. Поэтому из рис. 7, 8 
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можно сделать вывод о значительном влиянии нелинейности на распределение скоро-
стей внутри солитона.  

 
 

Рис.8. Нормированные вертикальные профили горизонтальных скоростей 
(курсив – ПН модель, сплошная – МКДВ, симметричная кривая – линейная скорость) 

для амплитуд: 0.923 м; 3.82 м; 5.57 м; 10.066 м и 12. 0529 м 
(нормировка проводилась на c) 

 
     В завершение рассмотрим графики придонной и приповерхностной скоростей для 
солитонов МКДВ и УВВ (рис. 9).  
 

 
 

Рис.9 – Нормированные значения придонных (серый) и приповерхностных (черный) 
скоростей для солитонов МКДВ (сплошная) и УВВ(точки) 
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     Так, для солитонов повышения слабонелинейная теория переоценивает придонные 
скорости и недооценивает поверхностные, для солитонов понижения наблюдается об-
ратная картина. 
     Таким образом, в настоящей работе было проведено исследование пространственной 
структуры УВВ, полученных путем численного интегрирования начальной задачи для 
полной системы уравнений гидродинамики невязкой несжимаемой стратифицирован-
ной жидкости в приближении Буссинеска, и сравнение со слабонелинеными солитона-
ми для трехслойной среды. Доказано, что даже для волн сравнительно небольших ам-
плитуд слабонелинейная теория дает очень неточные оценки волновых характеристик и 
не может быть применима для волн предельных амплитуд. Выявлена качественно раз-
личная структура профиля горизонтальной и вертикальной скорости для УВВ и соли-
тонов МКДВ больших амплитуд, что может быть интересно для разного рода практи-
ческих задач. 
     Представленные результаты поисковой научно-исследовательской работы получены 
в рамках реализации мероприятия 1.2.1 «Проведение научных исследований научными 
группами под руководством докторов наук» ФЦП «Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России» на 2009 – 2013 годы, а также при поддержке грантов 
Президента РФ для молодых российских ученых – докторов наук (МД-99.2010.5), и 
РФФИ 10-05-00199а. 
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Abstract. The structure of physical fields (density anomaly, horizontal and vertical veloc-
ity) of localized stationary full-nonlinear disturbances in the symmetric three-layer fluid 
is examined. Wavelength–amplitude and phase speed–amplitude relationship depending 
on vertical coordinate are analyzed for these waves. The comparison with weakly-
nonlinear theory is also carried out. 
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Аннотация. Обоснована целесообразность применения фазового транспаранта для 
формирования псевдослучайных реализаций отсчетов поля интенсивностей излу-
чения при изучении свойств корреляционной функции 6-го порядка этого поля. 
Предложен способ построения фазового транспаранта, основанный на применении 
ячеек, заполненных нематическим жидким кристаллом, в которых реализована пе-
ременная величина зазора между стеклами с прозрачными электродами. Показано, 
что технологичная в изготовлении ячейка с клиновидным зазором обеспечивает 
реализацию требуемых величин фазового сдвига, а система таких последовательно 
расположенных ячеек позволит увеличить число формируемых статистически неза-
висимых реализаций отсчетов поля интенсивностей излучения. 
Ключевые слова: жидкий кристалл, корреляционная функция, фазовый транспарант 

 
     Введение 
     В задачах исследования характеристик корреляционных функций (КФ) высших по-
рядков поля излучения возникает необходимость формирования независимых реализа-
ций поля когерентного излучения и получаемых реализаций отсчетов интенсивностей, 
используемых для построения КФ [1 – 4]. 
     Широко применяемый способ формирования таких реализаций поля когерентного 
излучения, основанный на прохождении когерентного излучения лазера через стеклян-
ный диск с односторонним матированием [2], не позволяет сформировать реализации 
отсчетов поля интенсивностей, полностью удовлетворяющих требованиям их статисти-
ческой независимости при одновременном выполнении условия сохранения фазовых 
соотношений КФ 6-го порядка. Имеющее место частичное нарушение фазовых соот-
ношений для КФ 6-го порядка обусловлено особенностями взаимодействия когерент-
ного излучения с микронеровностями шероховатой поверхности стеклянного диска. 
     Альтернативным решением является применение фазового транспаранта, обеспечи-
вающего псевдослучайное изменение фазы излучения в различных областях сечения 
луча, проходящего через этот транспарант. Такой транспарант можно реализовать, ис-
пользуя жидкокристаллические ячейки.  
     Оптические свойства жидких кристаллов, обеспечивающие возможность по-
строения фазового транспаранта 
     Жидкие кристаллы (ЖК) находят широкое применение в различных приложениях 
оптоэлектроники. Наиболее широко используются термотропные ЖК, физические 
свойства которых зависят от температуры. Разновидностью термотропных ЖК является 
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нематический ЖК (НЖК), который характеризуется дальним ориентационным поряд-
ком и представляет собой оптически одноосный кристалл [8]. 
     Принцип работы активных оптических ЖК элементов основан на изменении вели-
чины двулучепреломления  nΔ  ЖК за счёт переориентации его молекул под действием 
внешних полей – электрического, магнитного или теплового [9]. Для обеспечения мак-
симального диапазона изменения величины nΔ  в ячейке, содержащей НЖК с положи-
тельной диэлектрической анизотропией εΔ , создают планарную ориентацию молекул 
ЖК. Если 0<Δε , то в ячейке создают гомеотропную ориентацию молекул. Однако, в 
этом случае диапазон изменения величины nΔ  оказывается в несколько раз меньшим 
по отношению к случаю использования НЖК с 0>Δε  [8]. 
     Экспериментально установлена зависимость уменьшения величин nΔ  и вязкости 
НЖК при увеличении температуры. Для НЖК существует температура cT , которую 
часто называют температурой просветления, при превышении которой ЖК приобретает 
свойства обычной изотропной жидкости [7, 8]. 
     При положительных температурах, меньших cT , зависимость nΔ  от температуры T  
определяется эмпирическим выражением [5]: 
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где λ  – длина волны излучения, *λ  – резонансная длина волны ЖК, 0T ≈293K, 0g  – 
нормировочная константа, зависящая от типа НЖК. 
     Изменение величины nΔ  НЖК также достигается за счёт создания переменного во 
времени электрического поля, наличие которого приводит к возникновению ориента-
ционного эффекта в ячейке с НЖК. Ориентирующее действие электрического поля свя-
зано с анизотропией диэлектрической проницаемости ЖК [8]. Обычно это поле созда-
ют, прикладывая к прозрачным электродам ячейки переменное напряжение. В резуль-
тате переориентации молекул НЖК изменяется величина nΔ : 
 

∫ −=Δ
d

oe dznzn
d

n
0

])([1 , (1) 

 
где )(zne  – функция значений показателя преломления en  необыкновенного луча, вид 
которой зависит от величины напряженности электрического поля в ячейке, z  – коор-
дината в направлении, перпендикулярном плоскости ячейки, on  – показатель прелом-
ления обыкновенного луча, d – зазор ячейки, заполненная ЖК [5]. Изменение nΔ  при-
водит к изменению величины фазовой задержки излучения ϕΔ , проходящего через 
ячейку: 
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     Таким образом, управляемый фазовый транспарант на основе ячейки с НЖК может  
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быть создан, если удастся обеспечить управляемое изменение функции )(zne  для раз-
личных областей поперечного сечения ячейки. 
     Очевидно, что изменять вид )(zne  НЖК в различных областях ячейки путем форми-
рования пространственно-случайного поля температур технически сложно. Кроме того, 
инерционность тепловых процессов существенно ограничивает достижимую скорость 
формирования реализаций профиля ϕΔ  (экспериментально установлено, что постоян-
ная времени может составлять 5…10 с вследствие низкой теплопроводности стекол 
ячейки). Формирование планарной многоэлектродной структуры для реализации про-
странственных неоднородного электрического поля требует значительных аппаратных 
затрат для реализации управления транспарантом. 
     Управляемый фазовый транспарант на основе жидкого кристалла 
     Из (1) следует, что изменение фазы в различных областях сечения луча, проходяще-
го через ячейку, заполненную ЖК, возможно, если в пределах плоскости ячейки реали-
зована пространственная неоднородность толщины слоя ЖК – рис.1.  
     Основной проблемой создания такой ячейки является изготовление оптически про-
зрачного стекла, одна поверхность которого представима случайной двумерной функ-
цией, характеризуемой средней высотой профиля сечения h  и средним периодом по-
ложения локальных максимумов r . Кроме проблем технологического характера, при 
реализации такой ячейки возникает проблема обеспечения необходимой электрической 
прочности при малой величине H .  
 

 
Рис.1. Ячейка с одним стеклом переменного профиля, заполненная НЖК 

 
     Оценку величины ϕΔ , реализуемой в пределах рабочей области ячейки с НЖК мож-
но получить, используя уравнение (2). Угол θ  отклонения директора НЖК найдем из 
выражения: 
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где εππ Δ= /4 kUtr  – пороговое напряжение, k  – эффективная константа упругости 
Франка, εΔ  – диэлектрическая анизотропия, ⊥ε  – диэлектрическая проницаемость 
НЖК в направлении, перпендикулярном направлению преимущественной ориентации 
молекул. Величина k  определяется формулой: 
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где 11K  – коэффициент поперечной деформации ЖК, 33K  – коэффициент продольной 
деформации ЖК.  
     Напряжение trUU > , приложенное к ячейке, вызывает изменение ориентации θ  ди-
ректора НЖК, и, следовательно, приводит к изменению показателя преломления не-
обыкновенного луча: 
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     Анализ показывает, что для смеси НЖК Е7 с параметрами 727,1=en , 518,1=on , 
2,5=⊥ε , 8,13=Δε  значение ϕΔ  может изменяться в пределах от 0 до π  рад при 

h =1,5·10-6 м и изменении управляющего напряжения U  от 2 до 8 В. Заметим, что вели-
чина H , которая должна существенно превышать h  для обеспечения необходимой 
электрической прочности ячейки (опыт создания ЖК ячеек показывает [6], что целесо-
образно обеспечить =H 5…10·10-6 м), не оказывает существенного влияния на реали-
зуемую величину ϕΔ . 
     Величина r  будет определять характерный размер области сечения луча, в пределах 
которой изменение фазы будет значимым. Отметим, что формирование поверхности с 
величиной r , меньшей 1·10-4 м, представляется трудно разрешимой задачей. Использо-
вание поверхностей с большими значениями r  приводит к уменьшению числа про-
странственных степеней свободы поля формируемого излучения. Кроме того, практи-
ческая реализация ячейки с ЖК такой конструкции осложняется невозможностью 
обеспечения взаимного положения стекол при сборке ячейки по традиционной техно-
логии, основанной на использовании спейсеров [6]. 
     Альтернативным решением является применение клиновидной ячейки с ЖК - рис.2. 
Основным недостатком использования такой ячейки в качестве фазового транспаранта 
является выраженное линейное изменение фазы излучения в одном направлении, кото-
рое будем характеризовать вектором ϕn . Этот недостаток можно компенсировать, рас-
положив несколько клиновидных ячеек последовательно таким образом, чтобы векто-
ры ϕn  каждой ячейки были не коллинеарны. 
 

 
Рис.2. Ячейка клиновидной формы с НЖК 
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     Как показали эксперименты, проведенные с заполненной смесью НЖК E7 клино-
видной ячейкой (толщины спейсеров 1 и 2  – 10·10-6 и 15·10-6м соответственно), даже 
такой простейший фазовый транспарант пригоден для проведения экспериментальных 
исследований корреляционных функций высших порядков поля излучения. При изме-
нении напряжения U  в пределах от 2,2 до 10,0 В удалось сформировать более 30 реа-
лизаций отсчетов интенсивностей (по 600 отсчетов в каждой реализации) поля излуче-
ния He-Ne лазера с =λ 0,633·10-6 м, прошедшего через фазовый транспарант. Эти реа-
лизации удовлетворяют условиям формирования независимых реализаций отсчетов КФ 
6-го порядка. 
     Заключение 
     Показано, что управляемый фазовый транспарант, обеспечивающий псевдослучай-
ное изменение величины фазового сдвига ϕΔ  в пределах его рабочей области, может 
быть создан на основе ячейки с переменной величиной зазора, заполненной НЖК. Сис-
тема ячеек с клиновидными зазорами обеспечивает величину фазового сдвига в преде-
лах 0 … π  рад и более. Для обеспечения такого фазового сдвига величина угла при 
вершине клина каждой ячейки должна составлять не менее 2·10-3 рад. Целесообразно  
независимо изменять величины управляющих напряжений каждой ячейки, что обеспе-
чит формирование псевдослучайных реализаций фазовых сдвигов в пределах рабочей 
области транспаранта.  
     Работа поддержана грантом ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инно-
вационной России» HK-530П/3. 
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USAGE OF LIQUID CRYSTAL FOR IMPLEMENTATION 
SPATIAL LIGHT PHASE MODULATOR 
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Abstract. Expediency of spatial light phase modulator for forming quasi-random realiza-
tion sampling of irradiation field for study behavior of correlation function of sixth order 
was explained. The way of creation the spatial light phase modulator based on usage of 
liquid crystal cell with variable cell-gap was suggested. Variation of the cell-gap in nec-
essary range is easy to produce by usage of vee-type gap. This type of cell provides re-
quired amount realizations of magnitude phase shift. System of sequentially liquid crys-
tals cells can provide enlarge number of statistically independent realization of sample of 
field irradiation intensity. 
Key words: liquid crystals, correlation function, phase transparent 

 
 
УДК 538.956 
 

ОРИЕНТАЦИОННАЯ СТРУКТУРА НЕМАТИЧЕСКОГО ЖИДКОГО 
КРИСТАЛЛА ОГРАНИЧЕННОГО В ПОРАХ 

ПОРИСТОЙ ПОЛИМЕРНОЙ ПЛЁНКИ 
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Аннотация. В статье описывается метод определения ориентационной структуры 
жидкого кристалла в порах пористой плёнки. Данный метод основан на измерении 
зависимости электрической ёмкости композиционного образца (пористая плёнка, 
заполненная жидким кристаллом) от температуры. В качестве пористой структуры 
была выбрана пористая полиэтилентерефталатная плёнка из-за возможности созда-
ния пор заданной ориентацией и заданными радиусами. В измерениях использова-
лись образцы пористой плёнки с радиусами пор 75, 170, 210, 300 и 425нм. В экспе-
риментах была использована оригинальная конструкция ячейки, в которой поверх-
ности пористой плёнки были покрыты токопроводящим слоем. Теоретические рас-
чёты, выполненные на основе экспериментальных данных, показали, что ориента-
ционная структура жидкого кристалла внутри пор характеризуется выходом дирек-
тора из плоскости нормальной к оси поры.  
Ключевые слова: Пористые полимерные плёнки, жидкие кристаллы, ориентацион-
ная структура ЖК, диэлектрические измерения 

 
     ВВЕДЕНИЕ 
     Среди композиционных жидко – кристаллических систем различных типов (аэроси-
лы, полимер диспергированный жидкий кристалл и др.) пористые плёнки, заполненные 
нематическим жидким кристаллом (НЖК), привлекают большой интерес исследовате-
лей. Это в первую очередь связано с возможностью создания строгой периодичности 
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пор с заданным средним радиусом пор, что увеличивает их эффективность в управле-
нии оптическим излучением. На основе пористых плёнок, заполненных ЖК, в настоя-
щее время реализуют различные оптические элементы, такие как, фильтры, модулято-
ры, затворы и др. [7,8]. Однако эффективность работы таких элементов зависит от на-
чальной ориентации молекул НЖК в порах плёнки и от её параметров. Известно, что в 
зависимости от радиусов пор, энергии сцепления, температуры и др. возможно появле-
ния различных ориентационных структур НЖК в поре: планарно – радиальная, осевая, 
а также структуры с точечными и линейными дефектами [2,5]. Для определения ориен-
тации директора НЖК в порах используют широко известные методы, такие как кало-
риметрия, ЯМР, динамическая корреляционная спектроскопия [2-4]. В данной работе 
предложен простой метод определения ориентационной структуры НЖК в поре на ос-
нове диэлектрических измерений.  
     ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА 
     Метод определения типа ориентационной структуры НЖК в поре основан на изме-
рении электрической ёмкости образцов пористых плёнок, заполненных НЖК. В качест-
ве пористого материала была выбрана плёнка пористого полиэтилентерефталата 
(ПЭТФ) из-за простоты изготовления, включающая две стадии: первая – бомбардиро-
вание тяжёлыми ионами, вторая – травление [1]. Преимущество этого материала перед 
хорошо исследованными пористыми плёнками оксида алюминия является возможность 
создания пор в широком диапазоне значений радиусов. При этом характер распределе-
ния пор по поверхности случайный. 
     Характеристики исследованных образцов представленные в таблице 1. Пористость P 
образцов пористых плёнок определялось как соотношение суммарной площади пор по-
перечного сечения к площади образца. 
 

Таблица 1 
Характеристики исследованных образцов 

 
Радиус 
r, 10-9м 

Плотность 
ρ, м-2 P, % 

75 1·1012 5 
170 2,2·1012 20 
210 2,5·1012 34,6 
300 3·1011 8,5 
425 6·1011 34 

 
     В случае стандартной ячейки «сэндвичного» типа, когда плёнку зажимают между 
двумя стёклами, образуются паразитные слои ЖК, находящиеся между стеклом и плён-
кой, что искажает результат измерения. Для предотвращения формирования паразитно-
го слоя ЖК, поверхности образцов пористых ПЭТФ плёнок были нанесены прозрачные 
электроды. Конструкция ячейки показана на рисунке 1. Ячейка собрана таким образом, 
что поверхности пористой плёнки не касаются поверхностей стёкол. Распределение 
электрического поля внутри пор ПЭТФ плёнки достаточно однородно и имеет малые 
искажения только у краёв пор, что не существенно с точки зрения измерения электри-
ческой ёмкости образцов.  
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Рис.1. Конструкция экспериментальной ЖК ячейки 
 
 
     В качестве НЖК был выбран стандартный и хорошо изученный нематик 5ЦБ. 
Имеющаяся информация о параметрах данного НЖК позволяет выполнить оценочный 
расчет среднеквадратичного угла между директором НЖК и осью поры. Пористые 
ПЭТФ плёнки заполнялись НЖК в вакууме под действием капиллярных сил, что по-
зволило исключить образование воздушных пузырей внутри пор пористой ПЭТФ плён-
ки.  
     Для измерения электрической ёмкости образцов в зависимости от температуры был 
использован LCR метр HP 4284A. Измерение зависимости ёмкости  от температуры 
пористых плёнок с различными радиусами пор были получены при охлаждении образ-
цов от температуры T , которая больше температуры просветления НЖК CT  на не-
сколько градусов, до =T 293K. 
     РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 
     Полученные экспериментальные зависимости ёмкости от температуры C(T) показы-
вают резкие изменения в температурном коэффициенте TCkT ∂∂=  ёмкости, которые 
могут быть связаны с фазовым переходом первого рода нематик – изотропная жидкость 
(N-I). Следует отметить, что при уменьшении радиуса пор температура фазового пере-
хода НЖК в порах уменьшается, что может быть связано с влияниями поверхности. 
Рассмотрение сдвига температуры фазового перехода в зависимости от радиуса пор 
выходит за рамки статьи.  
     Уменьшение величины ёмкости при увеличении температуры соответствует случаю 
параллельной ориентации поля директора ЖК в объёмном образце [6]. Сравнение зави-
симостей C(T) полученных для ЖК в порах и в объёмном образце можно исключить из 
рассмотрения планарно – полярную или планарно – радиальную ориентационную 
структуру НЖК в поре, т.к. в последнем случае температурный коэффициент ёмкости 
должен был бы менять знак с положительного на отрицательный, что противоречит по-
ведению ёмкости исследованных образцов. Поэтому, можно предположить, что ориен-
тация ЖК в поре близка к осевой (директор параллелен оси поры). Однако однородная 
осевая структура не соответствует данным электрооптическим измерениям, при кото-
рых наблюдался электрооптический отклик для ЖК с положительной диэлектрической 
анизотропией. Таким образом можно сделать вывод о том, что в порах реализуется 
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промежуточный тип ориентации характеризуемый зависящим от радиуса средним по-
лярным углом θ отклонения директора от оси поры, который возможно оценить ис-
пользуя следующее соотношение: 
 

θεεε 2sin||
N
LC Δ−= , (1) 

 
где N

LCε  – диэлектрическая проницаемость НЖК в поре в нематической фазе, ||ε  – ди-
электрическая проницаемость в параллельном направлении молекулы НЖК, εΔ  – ди-
электрическая анизотропия НЖК, θ  –  полярный угол между осью поры и директором 
ЖК. Соотношение (1) получено по аналогии с объёмным образцом 
     Для вычисления N

LCε  и принимая во внимание, что электрическое поле близко к од-
нородному,  рассмотрим пористую плёнку, заполненную НЖК, как две параллельно 
соединенные ёмкости: polC  – плёнки и LCC  – ЖК соответственно. В этом случае ём-
кость пористой плёнки, заполненной НЖК, определяется:  
 

0 0pol pol LC LC
pol LC

S SC C C
h h

ε ε ε ε
= + = + , (2) 

 
где polS , LCS  – площадь плёнки и пор, заполненных НЖК, соответственно. Принимая 

во внимание, пористость плёнки 
polLC

LC

SS
SP
+

=  запишем уравнение (2) с учётом порис-

тости:  
 

0 11 polLC

LC

S P PC
h P

εε ε
ε

Σ ⎡ ⎤−
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
, (3) 

 
где h  - толщина плёнки. 
     Уравнение (3) может быть записано как отношение емкостей ЖК в нематической и 
изотропной фазах: 
 

11

11

pol
N Nnem
LC LC

ciso iso
polLC
iso
LC

P
PC r

PC
P

ε
ε ε

εε
ε

−+
= =

−+
, (4) 

 
где iso

LCε  – диэлектрическая проницаемость ЖК в изотропной фазе, cr  – коэффициент 
отношения емкости в нематической к ёмкости в изотропной фазе, которое вычисляется 
экспериментальным путём. 
     Выражая из уравнения (4) N

LCε , получим следующее выражение для диэлектрической 
проницаемости НЖК в поре: 
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( ) polc
iso
LCc

N
LC r

P
Pr εεε 11

−
−

+=  (5) 

 
     Подставляя уравнение (5) в (1), получим выражение для расчёта вычисления средне-
квадратичного синуса угла между осью поры и ориентацией директора ЖК в поре. 
     На рис.2 показана рассчитанная зависимость θsin2  от радиуса пор по эксперимен-
тальным данным (точки), что подтверждает формирование ER конфигурации НЖК в 
поре, соответствующей выходу директора НЖК из плоскости, перпендикулярной оси 
поры. Выражение для θsin 2 может быть получено в аналитическом виде в однокон-
стантном приближении:  
 

1 2 12 ln
1 1 2

2sin θ σ σ σ
σ σ σ
+ ⎛ − ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠⎝ ⎠

, 
 

 

где 24 1KrW
K K

σ = + −  – безразмерный поверхностный параметр, K – эффективное значе-

ние коэффициента упругости Франка, K24 – модуль упругости связанный с поверхност-
ным вкладом в свободную энергию образца, W – сила поверхностного сцепления. На 
рис.1 (сплошная линия) показан результат аналитического расчёта среднеквадратично-
го синуса угла ориентации директора НЖК при W = 10-4 Дж/м2, K = 6.5·10пН и 
K24=18·10пН в зависимости от r.  
 

 
Рис.2. Зависимость среднеквадратичного синус угла: 

точки – экспериментальные данные, 
сплошная линия – аналитический расчёт 

 

     Наблюдается соответствие экспериментальных данных и теоретических расчётов, 
что подтверждает образование в порах ER конфигурации. Разброс экспериментальных 
данных может быть связан с погрешностями измерений  ёмкости в образцах малой по-
ристости, а также с вероятностью образования точечных дефектов. 
     ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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     Применённый тип конструкции ячейки позволил исключить из рассмотрения пара-
зитные слои ЖК, что позволило с большей точностью определить зависимость элек-
трической ёмкости образцов пористых плёнок, заполненных НЖК, от температуры. 
Предложенный метод определения среднего угла ориентации директора ЖК может 
быть применён и для других типов пористых плёнок с цилиндрической формой пор. 
Точность метода зависит от скорости охлаждения образца и для повышения точности 
измерения необходимо, чтобы  скорость охлаждения была минимальной. Измерения 
C(T) проводились при скорости охлаждения 0,1К/мин, что позволило установить экспе-
риментальную зависимость, согласующуюся с аналитическим выражением. Из экспе-
риментальных данных и аналитического решения установлено, что при увеличении ра-
диуса пор среднеквадратичный синус угла между директором ЖК и осью поры увели-
чивается. Данные эксперимента соответствуют теоретическим расчётом для ER конфи-
гурации. 
     Работа поддержана грантами Российского агентства по образованию АВЦП "Разви-
тие научного потенциала высшей школы (2009-2010)" 2.1.1/5873, ФЦП «Научные и на-
учно-педагогические кадры инновационной России» НК-410П/77 и стипендией Прези-
дента  РФ для обучения за рубежом.  
     Авторы статьи благодарны проф. Сочугову Н.С. из Института сильноточной элек-
троники за оказанную помощь в создании прозрачных токопроводящих покрытий на 
поверхностях пористых плёнок.  
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CONFINED BY PORES OF POLYMER FILMS 
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Abstract. The paper describes a method of detection orientational structure of liq-
uid crystals inside a pore of porous film. Measurement of electric capacity of 
composite material (porous film is filled with liquid crystals) in dependence on 
temperature is main principle of this method. Porous polyethylene terephthalate 
films (track membranes) were used in experiments because of fabrication of dif-
ferent pores radius and orientation is easy. The porous films with different pores 
radius 75, 170, 210, 300 and 425nm were investigated. New type of liquid crystal 
cell was used in experiments. Surfaces of the porous films were covered by con-
ducting electrodes. Results of a theoretical calculation based on the experimental 
data shown that escaped radial structure of liquid crystal formed in pores of poly-
ethylene terephthalate films.  
Key words: polymer porous films, liquid crystals, orientational LC structure, di-
electric measurements 
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О ПОСТАНОВКЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДИАГНОСТИКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕННОСТИ 

ДВУМЕРНЫХ МИКРОПОЛЕЙ 
 

В.П. Трифоненков,  М.А. Петрова 
 

Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
115409, Москва, Каширское ш., 31 

 
Аннотация. Рассматривается математическая модель схемы исследования двумер-
ного микрополя пучком электронов. Получены соотношения, учитывающие инте-
гральную зависимость параметров пучка от распределения напряженности поля 
вдоль его траектории. На их основе рассматривается постановка обратной задачи 
нахождения гармонической функции, описывающей распределение магнитного 
(или электрического) поля. 
Ключевые слова: обратная задача, микрополе, гармоническая функция. 

 
     Для исследования магнитных и электрических микрополей широко применяются 
электронно-оптические методы [1]. Естественным развитием традиционных аналого-
вых методов является разработка методов вычислительной диагностики, учитывающих 
интегральную зависимость регистрируемых параметров электронного пучка от распре-
деления напряженности поля вдоль его траектории [2]. 
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     1. Схема исследования двумерного поля и соответствующая ей математическая 
модель. 
     Схема исследования микрополя электронным зондом микроскопа приведена на 
рис.1, где изображены: электронная пушка – 1, сфокусированный пучок электронов 
(зонд) – 2, источник исследуемого поля (магнитная головка) – 3, детектор отклонений 
пучка электронов – 4. 
 

 
 

Рис.1. Схема исследования микрополя 
 
 
     Преобразуем систему уравнений движения электрона к виду, удобному для поста-
новки и исследования обратной задачи. На электрон, движущийся в магнитном поле, 

действует сила Лоренца [ , ]eF v H
c

=
r rr  [3]. В случае, когда магнитное поле двумерно и, 

следовательно, может быть описано векторным потенциалом следующего вида: 
H rot A=

rr
, где 1 2{0, 0, ( , )}A x xψ=

r
, система уравнений движения электрона принимает 

следующий вид ( e
mc

λ = ) : 

 

3

3
1 2

1 2

, ( 1, 2);

( );

, ( 1, 2, 3).

i

i

i
i

dv v i
dt x
dv v v
dt x x
dx v i
dt

ψλ

ψ ψλ

∂⎧ = =⎪ ∂⎪
∂ ∂⎪

= − +⎨ ∂ ∂⎪
⎪

= =⎪
⎩

 (1.1) 

 
     Очевидными следствиями этой системы являются соотношения: 
 

2 2 2
1 2 3( ) 0d v v v

dt
+ + =  , (1.2) 
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3( ) 0d v
dt

λψ+ =  . (1.3) 

 
     Интеграл системы уравнений движения, следующий из (1.2), соответствует сохране-
нию энергии электрона, а (1.3) – сохранению проекции обобщенного импульса на ось 

3Ox . Характерной особенностью движения электрона в рамках рассматриваемой схе-
мы исследования полей является выполнение условия 03 >v . В этом случае )(3 tx  – 
монотонная функция, и можно рассматривать координаты и компоненты скорости 
электрона как функции от координаты 3x  (а не от времени t ). Переходя от производ-
ных по t  к производным по 3x  в системе (1.1) и заменяя третье уравнение системы на 
(1.3), получим систему уравнений: 
 

3

3
3

3 3

, ( 1, 2);

( ) 0;

, ( 1, 2).

i

i

i i

dv i
dx x
d v

dx
dx v i
dx v

ψλ

λψ

⎧ ∂
= =⎪ ∂⎪

⎪⎪ + =⎨
⎪
⎪

= =⎪
⎪⎩

 (1.4) 

 
     Учитывая, что абсолютная величина скорости электрона неизменна (1.2) и равна не-
которому значению 0v , можно получить для 3v  выражение 2 2 2

3 0 1 2v v v v= − −  и исклю-

чить 3v  из системы (1.4). Окончательно, система уравнений, описывающая движение 
проекции электрона вдоль проекции его траектории на плоскость 21Oxx  в зависимости 
от координаты 3x  имеет вид 
 

3

2 2 2
3 0 1 2

;

;

i

i

i i

dv
dx x
dx v
dx v v v

ψλ ∂⎧ =⎪ ∂⎪
⎨
⎪ =
⎪ − −⎩

 )2,1( =i  . (1.5) 

 
     Соотношение 
 

2 2 2
0 1 2

3

( ) 0d v v v
dx

λψ− − + =  (1.6) 

 
является следствием системы (1.5). Движение электрона рассматривается при 

],0[3 lx ∈ . Начальные условия для системы (1.5): 
 

(0) (0)
1 2 1 1 2 2(0) 0; (0) 0; (0) ; (0)v v x x x x= = = =  . (1.7) 
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     Пусть 1 3 2 3 1 3 2 3{ ( ), ( ), ( ), ( )}v x v x x x x x  – решение системы (1.5) с начальными условия-

ми (1.7). Введем в рассмотрение следующие три функции от переменных )0(
1x , )0(

2x  - 
координат начальной точки траектории электрона: 
 

(0) (0)
1 2( , ) ( )i ix x x lσ =  ,  ( 1, 2i = ) ;  

 

(0) (0) 2 2 2
3 1 2 0 1 2 0

1( , ) ( ( ) ( ) )x x v v l v l vσ
λ

= − − −  . (1.8) 

 
     Из (1.6) следует соотношение, связывающее значения ψ  в начальной и конечной 
точках траектории, которое с учетом введенных обозначений принимает вид 
 

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2( , ) ( ( , ), ( , )) ( , )x x x x x x x xψ ψ σ σ σ− =  . (1.9) 

 

     Функции ),( )0(
2

)0(
1 xxiσ  ( 3,2,1=i ) считаются известными (их значения вычисляют-

ся по регистрируемым при исследовании поля величинам). 
     В рассматриваемой задаче источники магнитного поля находятся вне области дву-
мерного поля, исследуемой с помощью электронного зонда. Тогда в исследуемой об-
ласти выполняется соотношение 0rot H =

rr
, из которого следует гармоничность функ-

ции 1 2( , )x xψ  в этой области. Пусть проекция исследуемой области на плоскость 21Oxx  
имеет вид 2

1 2 1 2{( , ) : , 0}G x x R x x= ∈ −∞ < < ∞ > , G  – объединение G  и ее границы 
(рис. 2). Таким образом, в рамках рассматриваемой постановки задачи ( ) 0RψΔ =

r
 в 

G , где 1 2( , )R x x=
r

. 
 

 
 
 

Рис.2. Проекция области G 
 
     Предположим, что ( )Rψ

r
 является суммой потенциалов 

 
0 2 3( ) ( ) ( ) ( )R R R Rψ ψ ψ ψ= + +

r r r r
 , (1.10) 
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которые представляют собой различные частные случаи логарифмического потенциала 
[4]: потенциал площади - 
 

0
1( ) ( ) ln

F

R R dR
R R

ψ ρ ′ ′=
′−∫

r r r
r r  (1.11) 

 
потенциал простого слоя - 
 

1

1
1( ) ( ) ln R

S

R R dS
R R

ψ μ ′
′=

′−∫ r
r r

r r  (1.12) 

 
и потенциал двойного слоя - 
 

2

2
1( ) ( ) ln R

S

R R dS
n R R

ψ η ′

∂′=
∂ ′−∫ r

r r
r rr  , (1.13) 

 
где ( )Rρ

r
 – финитная функция, носитель которой лежит в некоторой ограниченной об-

ласти F , такой, что F  содержится в полуплоскости  2 0x < ; ( )Rμ
r

, ( )Rη
r

 – функции, 
определенные на некоторых линиях 1S , 2S  в области F . Функции ( )k Rψ

r
 ( 0, 1, 2k = ) 

являются гармоническими вне области F , и, следовательно, в области G . 
     2. Постановка обратной задачи диагностики двумерного поля. 
     Можно предложить такую постановку задачи определения компоненты ( )Rψ

r
 век-

торного потенциала (а следовательно, и двумерного поля H rot A=
rr

) в области G . 
     Пусть выполнены следующие условия. 
     1) Функция ( )Rψ

r
 в системе (1.5) удовлетворяет условиям (1.10 – 1.13). 

     2) На G  заданы функции ( )i Rσ
r

 ( 1, 2, 3i = ), которые определяются соотношениями 
(1.8) с помощью решений системы (1.5) с начальными условиями (1.7). 
     3) 2 ( ) 0Rσ >

r
 на G . 

     Требуется найти неизвестную функцию ( )Rψ
r

, R G∈
r

. 
     Также получена подобная рассмотренной выше постановка задачи определения ска-
лярного потенциала )(R

r
ϕ  (и, следовательно, двумерного поля E ϕ= −∇

r
) в области G . 

     Для обратной задачи диагностики двумерного поля в данной постановке доказана 
единственность ее решения, а также построены алгоритмы вычисления распределения 
напряженности поля с использованием метода регуляризации [5; 6]. 
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АДАПТАЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ НЕЙРОННОЙ СЕТИ 
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Аннотация. В статье предлагается подход к адаптации нейросетевых моделей для 
создания OCR-систем, рассчитанных на работу со слитным неограниченным руко-
писным текстом. Подход основан на отказе от распознавания слитных символов и 
переходу к распознаванию отдельных штрихов, из которых затем собираются сим-
волы и/или слова текста. Рассматриваемый подход позволяет существенно пони-
зить размерность нейронных сетей, используемых в OCR-системах, что приведет к 
повышению их производительности и качества распознавания. 
Ключевые слова: нейронная сеть, математическая модель, python, распознавание, 
вектор, граф, языковая модель. 

 
     Технологии распознавания рукописного текста развиваются уже в течении более 
чем 15 лет и рукописный текст используется в различных сферах, включая образова-
ние, здравоохранение, банковское дело, страхование, в правительственных и других 
структурах. Существует два глобальных подхода к проблеме распознавания рукопис-
ного текста — распознавания «на лету» (т.н. on-line распознавание) и распознавание 
написанного ранее текста, представленного в виде растрового изображения (т.н. off-line 
распознавание).  
     Хотя эти подходы имеют много общего (что обусловлено однотипными объектами 
анализа), задача распознавания текста, непосредственно вводимого оператором реша-
ется достаточно успешно, и эта технология применяется в различных устройствах. С 
другой стороны, распознавание оцифрованных рукописей до сих пор представляет со-
бой трудно разрешимую задачу.  
     В настоящее время многие исследователи, (напр. см. [4]) полагают, что распознава-
ние рукописного текста может выполняться по следующему алгоритму: 

1. Выделение слов или словосочетаний (основываясь на промежутках между 
словами); 

2. Сегментация текста на элементы (символы, штрихи…); 
3. Распознавание элементов; 
4. Генерация выходного текста. 

     В данной работе мы рассмотрим один из возможных подходов к распознаванию 
штрихов, составляющих рукописный текст.  
     Распознавание штрихов, представленных наборами точек (в растровом формате) 
может выполняться любым традиционным способом, например могут использоваться 
нейронные сети различных конфигураций (см. напр. [2]). Однако, использование ней-
ронных сетей в таком контексте приводит или к необходимости нормализовывать раз-
меры изображения. При нормализации изображения к размерности входного вектора 
сети неизбежно возникают нелинейные искажения, что ухудшает качество распознава-
ния, или требует увеличения размерности сети. Второй вариант хоть и не приводит к 
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искажениям входного сигнала, тоже не лишен недостатков. Любая нейронная сеть 
большой размерности требует пропорционально большого количества элементов в обу-
чающей выборке [1]. Подготовка таких массивов данных сложна технически и может 
порождать ошибки, обусловленные человеческим фактором. 
     Слитный рукописный текст характеризуется относительно большим различием в на-
чертаниях одинаковых символов. В зависимости от ближайщего окружения один и тот-
же символ может писаться по-разному. Отличия в начертании возникают и при изме-
нении скорости письма, геометрической формы бумажного носителя.  
     Другой сложностью, возникающей при распознавании слитного текста является не-
обходимость сегментации слова на символы перед распознаванием. Задача сегмента-
ции слитного рукописного текста может не иметь единственного формального реше-
ния. Таким образом, ошибочная сегментация слова на символы может приводить к па-
дению качества распознавания отдельных символов. Действительно, попытка распо-
знавания частей символов, случайным образом объединенных друг с другом при оши-
бочной сегментации, будет приводить к фактически случайным результатам распозна-
вания.  
     Решением проблемы сегментации символов может быть увеличение размерности 
входного вектора нейронной сети таким образом, чтобы подавать на ее вход не отдель-
ные символы, а слова целиком. Таким образом, возникает необходимость повышения 
размерности выходного вектора до, как минимум, количества слов в словаре системы. 
Однако, вариативность написания слов значительно выше вариативности написания 
символов. Действительно, пусть A среднестатистическое количество вариатнов начер-
тания отдельного символа некоторого алфавита a; пусть N среднестатистическая длина 
слова, тогда количество вариантов написания слова с использованием алфавита a мож-

но грубо оценить как AN=M aL ⋅ . На самом деле вариантов написания слова еще боль-
ше, т.к. могут видоизменяться не только символы, но и соединительные линии между 
ними. Для русского языка это число составит [3]:  
 

M = 5.2833⋅5 ≈1.7⋅ 10119 , (1) 
 
при условии существования 5 вариантов написания каждого символа. 
     Конечно, в реальности число вариантов написания может быть меньшим, так, в 
этой-же работе, дается оценка, показывающая что для понимания 80% текстов доста-
точно знания 5000 слов, что, с учетом вариантов написания, даст оценку M ≈ 4.5⋅ 1097 .  
     Дополнительная сложность растрового распозавания слов заключается в необходи-
мости нормализации исходных данных перед их подачей на вход нейронных сетей. 
Очевидно, что размерность входного вектора сети должна быть выше, чем в случае с 
распознавнием отдельных символов. Поскольку длина слова в языке колеблется от 1 до 
10 – 20 символов, размерность входного вектора должна быть достаточной для поме-
щения в него самых длинных слов без существенных потерь данных при нормализации. 
Для распознавания рукопечатных символов достаточно области 16⋅ 16 пикселей, что 
соответствует 256 элементам входного вектора.  
     Для распознавания целых слов имеет смысл использовать область пропорционально 
большего размера (по горизонтали), например 160⋅ 16 или 320⋅ 16  пикселей. Это соот-
ветствует от 2560 до 5120 элементов входного вектора. При этом число элементов вы-
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ходного вектора сети должно соответствовать количеству слов в словаре системы (т.е. 
5 – 50  тыс, в зависимости от задач системы).  
     Таким образом, число нейронов входного слоя оказывается порядка 5 тыс, выходно-
го слоя – десятки тысяч. Такая конфигурация сети требует соответственного количест-
ва нейронов на внутренних слоях.  И, хотя, размерность сети может быть существенно 
сокращена с использованием соответствующих методов (например двоичного кодиро-
вания выходного сигнала), очевидно, что такой подход требует значительных трудоза-
трат при подготовке сети к работе и существенных вычислительных ресурсов для обу-
чения сети.  
     Для устранения этой проблемы можно использовать в качестве входного сигнала 
нейронной сети не растровое изображение, а его векторное представление. Под вектор-
ным представлением растрового изображения будем понимать такой нагруженный 
граф, у которого нагрузка вершин — пары координат x, y( ) соответствующих узловых 
точек изображения. За узловые точки будем принимать точки соединения изображения 
линий в растровом изображении. В зависимости от выбираемой стратегии изображение 
может рассматриваться как состоящее из отрезков прямых, или дуг. Изображения, со-
стоящие из дуг могут более точно соответствовать растровому оригиналу, но сложнее 
для последующего анализа.  
     В настоящей работе используется алгоритм potrace, представляющий растр набором 
замкнутых многоугольников или т.н. безьеугольников — замкнутых фигур стороны ко-
торых заданы кривыми Безье. Как было отмечено выше, для дальнейшего анализа с 
нашей точки зрения многоугольники представляют больший интерес.  
     Традиционно, нейронные сети принимают в качестве входного вектора такие векто-
ра   

r 
x i , элементы которых принадлежат интервалам 0,1[ ] или −1,1[ ]. Следовательно, для 

решения задачи распознавания элементов рукописи нам необходимо описать функцию 
преобразования векторных представлений элементов рукописи в форму, пригодныю 
для использования нейронной сетью. Сам факт возможности классификации элементов 
рукописи нейронной сетью мы будем считать доказанным.  
     Из документации на potrace [5] нам известно следующее: potrace конструирует на-
правленный граф следующим образом: пусть p — точка с целочисленными координа-
тами (соответствует 4-м пикселям изображения), такую точку potrace считает вершиной 
(vertex) и обозначать как v (или w), если эти четыре пикселя имеют различия по цвету. 
Potrace полагает, что между вершинами v и w существует грань (edge, e), если  
 

E(v,w) =1, (2) 
 
где E — Евклидово расстояние и если отрезок VW отделяет пиксель черного цвета от 
пикселя белого цвета, таким образом, что черный пиксель остается слева от условного 
направления движения. Продолжая двигаться таким образом от вершины к вершине мы 
получаем направленный граф G. Граф представляет собой путь (path, P) { }nv,v,K  , та-
кой что: 
 

( ) n    1,... ≤∀≠∧∃∃ ji,,ee=v,veP, ji1=iini  (3) 
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     Путь P называется замкнутым, если vn = v0 . Используя ряд методик, описанных в 
документации на potrace [5], potrace преобразует растровое изображение в набор замк-
нутых путей Pi. Замкнутый путь Pi соответствует некоторому элементу, обозначим его 
Wj. Индексы отличаются, т.к. некоторые пути могут соответствовать незначимым эле-
ментам, или оставшемуся после фильтрации шуму.  
     Таким образом. задача классификации путей Pi в элементы Wj может быть сформу-
лирована следующим образом: найти такую классифицирующую функцию, что:  
 

( )
⎩
⎨
⎧

∉∅
∈

=
WP
WPW

PF
i

ij
i ,

,
 , (4) 

 
где W — множество известных рукописных элементов (задача определения такого 
множества является задачей лингвистического исследования и не включена в настоя-
щую работу, хотя и выполнена автором). Будем считать, что F — многослойная ней-
ронная сеть, тогда нам необходимо дополнительно преобразовать замкнутый путь P 
таким образом, чтобы каждый его элемент v i  принадлежал диапазону [ ]1,1− .  
Элементы пути P представляют собой вершины, т.е. вектора координат { }yx, . Эта фор-
ма представления информации удобна для, отображения на экране, но нерациональна с 
точки зрения распознавания формы пути. Форму пути можно описать, разбив его на 
известное количество незамкнутых путей 'P  равной длины и рассмотрев угол поворота 

iα  при переходе '
+i

'
i PP 1→ . Чтобы отфильтровать возможные дефекты формы штриха, 

вызванные толщиной линии и (это главное) существенно упростить путь, перейдем от 
замкнутого пути P к незамкнутому mP , представляющему собой среднюю линию.  
Для этого, для каждого пути iP  выполняем: 
 

( )imm
i Pf=P , (5) 

 
где f m

 — функция скелетизации контура. Определим ее: 
 

( ) ( ) { },v,v=v,vf=Pf m
S

m
n

mm ...... 0,0,  

( ) 2  i=kk,n,<ii,,v,vV=v +1ii
mm

k ∀ , 
(6) 

 
где ( )2

m v,vV 1  — вычисление координат по формуле определения координат середины 
отрезка (мы полагаем, что вершины в пути отсортированы удобным для нас способом, 
иначе нужно применить очевидное правило сортировки вершин). Очевидно, что в зави-
симости от сложности исходных путей и их геометрических размеров количество вер-
шин в них может отличаться. Соответственно оно будет отличаться и в путях Pm.  
     Известно, что размерность входного вектора (обычно x) нейронной сети постоянна 
для всей выборки, поэтому к входным данным применяют процедуру нормализации. В 
нашем случае нормализация по размерности также включает в себя нормализацию по 
значению, действительно, угол поворота αi пути Pm в каждой точке лежит в диапазоне 
−π,π( ). Приведение диапазона −π,π( ) к −1,1( ) может быть выполнено или σ-
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функцией, принятой в теории нейронных сетей или обычным линейным преобразова-
нием. Использование σ-функции предпочтительнее, т.к. она «растягивает» небольшие 
углы поворота и «сжимает» предельные, что соответствует физике процесса письма. 
Таким образом, мы будем использовать:  
 

σ α i( )= 1

1+e

10

π
α i

. 
(7) 

 
     Осталось рассчитать значения αi.  
     Как сказано выше, путь Pm необходимо разбить на конечное постоянное число сег-
ментов. Для этого определяем суммарную длину пути Pm как:  
 

L = P m = vi,vi+1{ }
i=0

n−1

∑  (8) 

 
определяем длину сегмента как: l=L/N, где N — необходимое число сегментов и, одно-
временно, размерность входного вектора нейронной сети.  

 
 

Рис.1. Геометрическая интерпретация разбиения штриха на сегменты 
     Для разбиения пути Pm на сегменты воспользуемся следующим способом (см. рис.1).  
Начиная с произвольно выбранного конца пути Pm, строится ряд окружностей радиуса 
l, так что центром первой является вершина v1, далее w1. Точка w2 определяется мето-
дом поиска точки пересечения окружности и отрезка, с центром в этой точке строится 
новая окружность того же радиуса, определяющая вершину w3, и так далее, пока не бу-
дет достигнуто такое состояние, что все необработанные вершины лежат внутри оче-
редной окружности. Тогда угол αi есть угол между отрезками wiwi+1.  
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     Таким образом, входной вектор нейронной сети  
r 
x  рассчитывается следующим обра-

зом:  
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(9) 

 
     Вопросы подбора конфигурации и обучения нейронной сети лежат за рамками на-
стоящего исследования, т.к. доказана принципиальная возможность решения любой 
задачи классификации [1]. Проделанные выше преобразования позволили выполнить 
процедуру нормализации изображения без потери содержательно-значимой информа-
ции, а также существенно сократить размерность сети, абстрагировавшись, одновре-
менно, от начального угла поворота изображения (обычно представляющего сложность 
для сетей, распознающих растровое изображение).  
     Рассмотренная выше модель реализована на АЯП Python 2.6 и представлена в виде 
адаптаций сети Кохонена (для предварительной автоматической классификации при-
митивов) и 3-х слойного персептрона. С использованием адаптированной сети Кохоне-
на удалось выделить (на тестовых данных) 5 классов примитивов, использованных в 
дальнейшем как обучающая выборка для многослойного персептрона. 
     В результате было установлено что: 

1. Использование векторного представления позволяет сократить размерность сети 
в десятки раз по сравнению с традиционным (растровым) методом анализа рукописи. 

2. Адаптированная нейросетевая модель успешно распознает от 5 до 10 классов 
примитивов (на тестовых данных). 
     В дальнейшем предполагается переход к контекстно-зависимым нейронным сетям 
(напр. модифицированной сети Джордана), что позволит реализовать вариант PPM-
модели языка на дографемном уровне. 
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Аннотация: В статье предлагается и исследуется модель штрихов рукописного тек-
ста. Рассматриваемая модель представляет рукописный текст как совокупность 
штрихов нескольких известных классов. Модель позволяет абстрагироваться от на-
чальных условий письма, таких как угол наклона, скорость, плотность и т.п. Благо-
даря процедуре векторизации для модели не имеет значения зашумленность исход-
ного изображения и способ его получения. В работе проведен эксперимент, под-
тверждающий  применимость модели для использования в задачах распознавания 
образов. 
Ключевые слова: нейронная сеть, математическая модель, python, распознавание, 
вектор, граф, языковая модель, распознавание, штрих. 

 
     Широкое распространение и увеличение доступности технологий сканирования и 
цифрового фотографирования привело к быстрому росту цифровых коллекций доку-
ментов. В таких коллекциях документы хранятся в виде растровых графических фай-
лов. Оцифровка решает множество проблем, связанных с сохранением и организацией 
доступа к документам. Однако  для реализации полнотекстового поиска, изучения со-
держания, подготовки публикаций требуется перевод из графического формата в тек-
стовый, то есть распознавание текста. 
     Алгоритмы и программы автоматического распознавания текста разрабатываются 
уже несколько десятилетий. Можно сказать, что задача распознавания текстов на евро-
пейских языках, напечатанных на принтерах, решена. 
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     Сложности многократно увеличиваются при попытке решения задачи распознавания 
рукописного текста. Введение в электронное использование рукописных исторических 
документов, хранящихся в архивах и библиотеках России, имеет огромное научное и 
культурное значение, так как каждая рукопись уникальна. 
     Поэтому весьма актуальной выглядит задача создания достаточно универсальной 
программной системы для автоматизированного распознавания рукописного текста. 
     В настоящее время многие исследователи, (напр. см. [4]) полагают, что распознава-
ние рукописного текста может выполняться по следующему алгоритму: 

1. Выделение слов или словосочетаний (основываясь на промежутках между 
словами); 

2. Сегментация текста на элементы (символы, штрихи…); 
3. Распознавание элементов; 
4. Генерация выходного текста. 

     В данной работе мы рассмотрим один из возможных подходов к распознаванию 
штрихов, составляющих рукописный текст.  
     Распознавание штрихов, представленных наборами точек (в растровом формате) 
может выполняться любым традиционным способом, например могут использоваться 
нейронные сети различных конфигураций (см. напр. [2]). Однако, использование ней-
ронных сетей в таком контексте приводит или к необходимости нормализовывать раз-
меры изображения. При нормализации изображения к размерности входного вектора 
сети неизбежно возникают нелинейные искажения, что ухудшает качество распознава-
ния, или требует увеличения размерности сети.  
     Слитный рукописный текст характеризуется относительно большим различием в на-
чертаниях одинаковых символов. В зависимости от ближайщего окружения один и тот-
же символ может писаться по-разному. Отличия в начертании возникают и при изме-
нении скорости письма, геометрической формы бумажного носителя.  
     Другой сложностью, возникающей при распознавании слитного текста является не-
обходимость сегментации слова на символы перед распознаванием. Задача сегмента-
ции слитного рукописного текста может не иметь единственного формального реше-
ния. Таким образом, ошибочная сегментация слова на символы может приводить к па-
дению качества распознавания отдельных символов, а при ошибочной сегментации — 
к фактически случайным результатам распознавания.  
     В настоящем исследовании мы поставили задачу изучить структуру штриха руко-
писного текста и создать математическую модель, описывающую произвольный штрих 
текста таким образом, чтобы визуально сходные штрихи имели близкое математиче-
ское описание, а непохожие — различное. 
 
 
     Сформулируем требования к модели штриха: 
     1) независимость от геометрических размеров. Действительно, в зависимости от ус-
ловий письма штрихи, составляющие символы могут иметь произвольный размер, од-
нако это не влияет (в разумных пределах) на восприятие текста человеком; 
     2) независимость от наклона и поворота. Во многих случаях (в частности в случае 
неограниченного рукописного текста) наклон письма нелинейно меняется в рамках од-
ного документа. Подстройка модели под разные участки рукописи вручную сложна и, 
потому, нежелательна; 
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     3) нечувствительность к носителю. Распознавать приходится как «бумажные» доку-
менты, так и слова, написанные от руки, или на досках, стенах и т.п. Способ оцифровки 
различных носителей также различается кардинально; 
     4) постоянное число характерных признаков штриха. Дальнейшее использование 
модели предполагает нормализацию данных под конкретный распознающий алгоритм 
(обычно нейронную сеть). Нормализация штриха не должна вносить дополнительных 
искажений после оцифровки.  
     Векторное представление штриха в той или иной степени отвечает требованиям, 
предъявляемым к модели, однако требуется некоторая доработка методики представле-
ния штрихов. Рассмотрим ее. 
     Для получения данных, пригодных для анализа исходное отсканированное изобра-
жение необходимо нормализовать по яркости и цвету (см. [7]) и сегментировать (см. 
[6]). Алгоритмов нормализации яркости и сегментации существует достаточно много, в 
настоящей работе рассматривается более удобный для исследовательских нужд алго-
ритм, основанный на работах Wang и Suen (см. [9]). Результат работы алгоритма, пока-
зан на рис.1. 

 
 

Рис.1. Результат сегментации растрового изображения 
 
 
     Для векторизации растра авторами используется алгоритм potrace, представляющий 
растр набором замкнутых многоугольников или т.н. безьеугольников — замкнутых фи-
гур стороны которых заданы кривыми Безье.  
     Используя ряд методик, описанных в документации на potrace [5], potrace преобра-
зует растровое изображение в набор замкнутых путей Pi. Замкнутый путь Pi 
соответствует некоторому элементу, обозначим его Wj. Индексы отличаются, т.к. 
некоторые пути могут соответствовать незначимым элементам, или оставшемуся после 
фильтрации шуму.  
     Таким образом, задача классификации путей Pi в элементы Wj может быть сформу-
лирована следующим образом: найти такую классифицирующую функцию, что:  
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где W — множество известных рукописных элементов.  
     Рассмотрим векторное представление некоторого штриха:  
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Рис.2. Векторное представление штриха 
 
     Кривая (штрих) представлена множеством координат точек {{x1, y1}, {x1, y1}, …{xn, 
yn}}. Нейронные сети в силу особенностей их архитектуры используют входные 
вектора (традиционно обозначаемые xr ) некоторой размерности, определяемой разра-
ботчиком при проектировании сети. 
     Результат векторизации растра, представленный на рис. 2. имеет произвольное ко-
личество узловых точек, характеризуемых координатами и (опционально) радиусом 
кривизны в данной точке. Данные такого рода плохо подходят для представления вход-
ных векторов нейронных сетей потому что зависят от начала координат системы штри-
хов, поворота ее относительно (обычно) верхнего левого угла при оцифровке и мас-
штаба изображения. 
Таким образом, нам необходимо построить такую модель векторного представления 
штриха, которая была бы инварианта относительно указанных выше переменных. 
     Каждую кривую (штрих) необходимо разбить на постоянное число сегментов.  Для 
этого находим длину каждого вектора, из которых состоит кривая по формуле: 
 

 (1) 
 
находим суммарную длину пути L  как: 
 

. (2) 
 
Находим длину сегмента как: 
 

 
(3) 

где N  необходимое число сегментов или размерность входного вектора нейронной се-
ти. 
     Для разбиения пути L на сегменты, строятся ряд окружностей радиуса , так что цен-
тром первой является вершина v1 (w1). Точка w2 определяется методом поиска точки 
пересечения окружности и отрезка, с центром в этой точке строится новая окружность 
того же радиуса, определяющая вершину w3, и так далее, пока не будет достигнуто та-
кое состояние, что все узлы лежат внутри очередной окружности (рис 3).  
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Рис.3. Выделение сегментов и определение углов поворота 
 
 
Находим координаты точек пересечения прямой и окружности: 
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где, (x0;y0) – центр окружности, (x1;y1) и (x2;y2) – координаты начала и конца прямой, l 
– радиус окружности. 
     Из системы уравнений (4) выражаем значения x и y. 
     Из первого уравнения выражаем значение x: 
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, 
, 

, 
 
     Подставляем значение x, выраженное из первого уравнения: 
 

                            
 
     Приводим уравнение к общему знаменателю: 
 

, 
, 

,
, 

, 
, 

, 
. 

 

 

     Находим дискриминант уравнения: 
 

 (5) 
 
если D>0, то получаем две точки пересечения прямой и окружности; 
если D=0, то получаем одну точку пересечения прямой и окружности; 
если D<0, то точек пересечения прямой и окружностью нет, следовательно мы достиг-
ли конца штриха. 
     Получаем координаты точек пересечения прямой и окружности: 
 

                                                    . 
 
     Находим координаты векторов по найденным точкам пересечения как: 
 

. (6) 
     Получаем восемь векторов равной длины и определяем угол между ними по форму-
ле: 

 
(7) 

 
     Угол ϕ  рассчитывается до тех пор, пока D (см. 5) не окажется меньше 0. 
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     Для исследования описанной выше модели была создана программа на АЯП Python - 
(объектно-ориентированном высокоуровневом языке программирования с динамиче-
ской семантикой).  
     Для примера используем выделенные штрихи рукописного слова на рис. 1. Про-
грамма измеряет длину каждого штриха, вычисляет радиус окружности, строит вектора 
и вычисляет угол между ними по формуле (7). Пример расчета для штриха № 36 пока-
зан на рис.4. Результаты вычисления значений для каждого штриха представлены в 
табл.1, отрицательные значения углов соответствуют повороту против часовой стрелки 
(см. рис. 4). 
 

 
 

Рис.4. Нормализация штриха 
Таблица 1 

Результаты определения углов поворота 
 

№  L R  ϕ  
1 4,5 0,4 -0,92;  -0,96;  -0,97;  -0,92;  -0,91; 0,87;  0,85 
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№  L R  ϕ  
2 8,0 1,0 0,93;  0,99;  0,96;  1;  0,97;  0,97; 0,93 
3 5,0 0,6 -0,87;  0,95;  -0,99;  -0,98;  0,93;  -0,95; 0,93 
4 4,5 0,56 -0,87; 0,95;  -0,99;  -0,98;  0,93;  -0,95;  0,93 
5 2,8 0,35 -1;  -0,97;  -0,96;  -0,96;  0,96;  -0,95;  1 
6 4,2 0,52 -0,66;  -0,95;  -0,95; 0,98;  1;  0,91;  -0,98 
7 3,8 0,47 -0,9;  1;  0,98;  -0,94;  0,97;  -0,94;  -0,98 
8 4,0 0,5 -0,6;  -0,96;  0,97;  0,99;  0,95;  0,92;  0,9 
9 2,0 0,25 -0,93;  -0,99;  0,98;  0,99;  -0,95;  0,95;  -0,96 
10 3,5 0,4 -0,62;  0,96;  0,96;  -0,94;  0,98;  1;  0,75 
11 2,0 0,25 -0,99;  -0,94;  -0,99;  -0,98;  0,97;  -0,97;  -0,98 
12 3,5 0,4 -0,81; -0,82;  -0,97;  -0,98;  0,98;  0,81;  0,91 
13 3,5 0,4 -0,93;  -0,94;  0,98;  0,96;  -0,93;  0,99; -0,97 
14 1,0 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
15 1,0 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
16 7,0 0.87 -0,66;  -0,98;  0,89;  -0,92;  0,92;  0,68;  0,79 
17 2,8 0,35 -0,92;  0,99;  -0,95; 1;  0,96;         -0,95;  0,99 
18 4,0 0,5 -0,57;  -0,74;  0,8;  -0,9;  0,9;        -0,98;  0,87 
19 1,2 0,15 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
20 2,5 0,3 -0,96;  -0,66;  -0,94;  0,95;  0,99;  0,79;  0,83 
21 2,5 0,3 0,92;  -0,95;  -0,97;  0,94;  0,97;    -0,89;  0,9 
22 3,8 0,47 -0,52;  0,97;  -0,95;  0,98;  0,93; 0,93;  0,66 
23 2,0 0,25 -0,96;  0,97;  -0,93;  0,96;  0,99;  0,95;  -0,91   
24 3,0 0,37 -0,95;  -0,68;  -0,96;  1;  0,96;  0,93;  0,93 
25 2,0 0,25 -0,99;  0,95;  -0,95;  -0,99;  -0,99;  0,97;  0,96 
26 3,0 0,37 -0,53;  0,97;  -0,9;  0,9;  0,85;  0,89;  0,82 
27 1,0 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
28 2,0 0,25 0,95;  0,84;  -0,9;  0,84;  -0,84;  0,88;  0,83 
29 5,6 0,7 -0,75;  -0,96;  0,85;  -0,95;  0,99;  -0,87;  0,99 
30 2,0 0,25 -0,74;  -0,84;  0,89;  -0,9;  0,94;  0,89;  0,91 
31 1,0 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
32 4,5 0,56 -0,93;  0,96;  0,98;  0,9;  -0,98;  0,95;  -0,94   
33 9,0 1,12 0,95;  -0,99;  0,96;  0,98;  -0,99;  0,97;  0,99  
34 7,5 0,9 0,98;  0,99;  0,99;  -0,96;  0,97;     -0,98;  -0,92 
35 2,5 0,26 0,97;  0,94;  0,86;  0,85;  0,84;  0,86;  -0,87 
36 5,0 0,6 -0,9;  0,68;  -0,88;  -0,82;  -0,9;     -0,9;  -0,9 
37 0,8 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
38 4,0 0,5 -0,7;  -0,79;  -0,98;  -0,95;  0,98;  0,94;  -0,93 
39 2,5 0,3 -0,99;  -0,97;  1;  -0,98;  0,99;  0,96;  0,99 
40 2,5 0,3 -0,79;  -0,76;  -0,93;  0,93;  0,93;  -0,94;  0,96 
41 2,5 0,3 0,99;  0,91;  0,99;  -0,99;  -0,93;  0,89;  -0,99 
42 2,0 0,25 -0,86;  -0,59;  -0,93;  0,91;  0,99;  1;  0,78 
43 1,6 0,2 0,98;  0,96;  -0,94;  -0,93;  0,93;   -0,98;  0,96 
44 2,5 0,3 -0,79;  -0,72;  -0,94;  0,87;  0,9;    -0,85;  0,93 
45 7,5 0,9 0,97;  0,98;  1;  -0,97;  -0,99;        -0,96;  -0,95 
46 6,5 0,8 -0,78;  -0,94;  -0,88;  0,99;  -0,98;  -0,97;  0,8 
47 1,0 0,1 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1 
48 1,6 0,2 -0,97;  -0,86;  -0,93;  -0,92;  -0,98;  -0,88;  0,98 
49 1,6 0,2 -0,96;  -0,8;  -0,83;  -0,88;  -0,94;  0,96;  -0,99 

     Исследование представленной модели сетью Кохонена показало что: 
     1. Данное представление применимо для использования совместно с нейросетевыми 
моделями. 
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     2. Сеть устойчиво выделяет 4 категории штрихов, в настоящее время ведется работа 
по созданию обратного визуализатора внутреннего представления сети Кохонена в 
штрихи для удобного анализа результатов классификации. 
     3. Данная модель может быть использована для уточнения алгоритмов сегментации 
исходного рукописного текста и для создания обучающих выборок для обучения ней-
росетевых моделей. 
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Abstract. In this paper we propose and study a model of handwriting strokes. The model 
consider handwritten text as a collection of strokes of several known classes. Model 
allows us to abstract from the initial conditions of the writing, such as angle, velocity, 
density, etc. Thanks to the procedure of tracing the model is irrelevant to noise of the 
original image and the way it was received. We conducted an experiment, confirming the 
applicability of the model for use in pattern recognition problems. 
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О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ФОРМИРОВАНИЯ 
СОСТАВА ЭКСПЕРТНОЙ КОМИССИИ, ПОЛУЧЕНИЯ ИТОГОВОЙ 

ЭКСПЕРТНОЙ ОЦЕНКИ КОМИССИИ 
И ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ 
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Аннотация. В статье рассматривается вопрос разработки методики формирования состава 
экспертной комиссии, с получением итоговой экспертной оценки и оценке точности полу-
ченного решения. Решение поставленной задачи рассматривалось в контексте применения 
разрабатываемой методики к дистанционному анонимному индивидуальному экспертному 
оцениванию с варьируемым числом экспертов. Автором предложены модели формирования 
состава экспертной комиссии; методика определения итоговой экспертной оценки для таких 
типов вопросов как: выбор ответа из вариантов, упорядочивание списка, численная оценка; 
методика оценки точности полученного решения. В качестве критерия точности полученно-
го решения взят коэффициент конкордации Кендалла. 
Ключевые слова: формирование экспертной комиссии, экспертные оценки, экспертиза, по-
лучение итоговой экспертной оценки, оценка точности решения комиссии. 

 

Введение 
Задача создания информационных технологий, направленных на решение стра-

тегических задач становится одной из наиболее приоритетных задач по модернизации и 
технологическому развитию Российской Федерации [14]. Ядром любой задачи, в том 
числе и стратегической, является принятие решения, которое базируется на сборе, ана-
лизе и обработке информации, относящейся к данному вопросу, одним человеком или 
некоторым коллективом. Известно, что в информационных обществах информация яв-
ляется предметом массового потребления [15] и, в связи с лавинообразным ростом ее 
объема, задачи поиска, обработки и оценки становятся ключевыми. Качественное вы-
полнение этих задач на данный момент становится невозможным без привлечения спе-
циальных технических средств. 
Постановка задачи 

На сегодняшний день достигнуты существенные успехи в решении задач поиска 
и обработки информации доступные даже рядовому потребителю [13]. Для задач обра-
ботки информации также разработано множество приложений и систем. Задачи оценки 
же, напротив, чаще всего решаются не техническими средствами. Это связано с нечи-
словой природой большинства информации, что не позволяет автоматизировать этот 
процесс [8, 9]. Таким образом, при решении задачи оценки возникает роль эксперта или 
же экспертной комиссии, которые проводят экспертизу оцениваемой информации. 
Точность комиссии постулируется в силу проведения отбора экспертов по неким объ-
ективным показателям. Описываемый в данной работе подход основан на предвари-
тельном оценивании, как экспертов, так и экспертиз в рамках заранее заданной системы 
компетенций. При этом очевидным образом принимается решение об отборе экспертов 
в комиссию, а программная реализация разработанных в данной работе методик по по-
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лучению и оценке точности решения комиссии позволяет не только автоматизировать и 
упростить процесс проведения экспертизы, но и оценить достоверность полученных 
результатов. 

Таким образом, для автоматизации процесса принятия решения экспертной ко-
миссией и оценки точности принятого решения необходимы: 

− аналитическая методика формирования состава экспертной комиссии; 
− методика получения итоговой экспертной оценки комиссии по имеющимся 
экспертным оценкам каждого из экспертов; 
− алгоритм получения оценки точности полученного решения. 

Экспертиза, экспертные оценки 
Экспертиза - исследование экспертами каких-либо вопросов, решение которых 

требует специальных познаний в области науки, техники, искусства и т. д. [2] 
Экспертная оценка – суждения высококвалифицированных специалистов, вы-

сказанные в виде содержательной, качественной или количественной оценки объекта 
исследования, которые предназначены для использования при принятии решений [4]. 
Они применяются для получения оценок, предполагая, что при решении проблем в ус-
ловиях неопределенности мнение группы экспертов надежнее, чем мнение одного экс-
перта. Основным отличием экспертизы от экспертной оценки является существенная 
нехватка информации по исследуемому объекту. 

Задача проведения экспертизы или экспертной оценки разбивается на следую-
щие этапы:  

− определение предметной области экспертизы; 
− выбор методики проведения и оценки результатов экспертизы; 
− выбор регламента проведения экспертизы; 
− формирование списка интересующих вопросов; 
− формирование состава экспертной комиссии; 
− проведение экспертизы; 
− анализ результатов экспертизы. 
Подобный список этапов приводится в [9]. 
Стоит заметить, что многообразие областей применения и отсутствие формаль-

ных критериев правильности полученной оценки привело к огромному разнообразию 
методик, поэтому рассмотрим лишь основные классы. 
Методы экспертных оценок 

Методы экспертных оценок - методы организации работы с экспертами и обра-
ботки их мнений [9]. Существует множество методов получения экспертных оценок. В 
некоторых экспертные оценки получают индивидуально от каждого из экспертов. В 
других экспертам позволяют очно или заочно взаимодействовать друг с другом, для 
всестороннего обсуждения вопроса и выработки итогового решения коллективно. В 
третьих получение экспертных оценок полностью анонимизировано, что позволяет ис-
ключить, как возможность влияния авторитетности одного из экспертов на мнения дру-
гих, так и непредвзятость к мнению высказанному кем-то менее авторитетным. Есть 
методы с фиксированным числом экспертов, в некоторых из них число экспертов под-
бирается таким образом, чтобы стало возможным применить статистические методы 
проверки согласованности мнений. Есть, где число экспертов растет в процессе прове-
дения экспертизы. У каждого из описанных классов есть свои плюсы и минусы, так для 
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индивидуальных оценок плюсом является простота получения итогового решения, а 
минусом – узкая применимость, в силу ограниченности компетентности эксперта. Для 
коллективных оценок ситуация прямо противоположная. 

Решение поставленной задачи рассматривалось в контексте применения разра-
батываемой методики к заочному анонимному индивидуальному удаленному эксперт-
ному оцениванию с варьируемым числом экспертов. Теперь перейдем непосредственно 
к разработанной методике. 
Математическая модель формирования состава экспертной комиссии 

Основа данной модели заключается в том, что для получения численных оценок 
точности полученных решений и формирования формального критерия принятия еди-
ного решения нужно произвести оценивание знаний экспертов и сложность экспертиз 
по заранее разработанному ряду шкал (областей знаний). Стоит заметить, что в данном 
методе подразумевается не оценка уровня (класса) эксперта, а оценка компетентности, 
характеризующая вероятность правильного ответа на вопрос. Это ограничение введено 
с целью упрощения внедрения и использования системы, т.к. разработка тестов для оп-
ределения уровня эксперта является более сложной задачей. На основании полученных 
таким образом данных можно, как выбирать экспертов для той или иной экспертизы, 
так и оценивать точность созданной комиссии. 

Рассмотрим несколько алгоритмов производящих отбор экспертов и оцениваю-
щих точность комиссии, для этого обозначим ExpV  - оценка сложности экспертизы, а 

,1iV i N< <  - оценки знаний экспертов, где N – общее количество экспертов, таким об-
разом: 

− полное превышение – в комиссию допускаются те, и только те эксперты, 
чьи показатели по всем параметрам превосходят характеристики экспертизы, т.е. 

: n Exp
i ii V V∀ > , где n – номер допускаемого эксперта. Это достаточно сильное 

требование и к сожалению оно не всегда выполнимо на практике. Точность ко-
миссии максимальна, но методика оценки точности не ясна; 
− частичное превышение – эксперт допускается в комиссию, если хотя бы 
один их параметров превосходит характеристику экспертизы, т.е. : n Exp

i ii V V∃ > , 
более того, чтобы комиссия была создана необходимо, чтобы по всем характе-
ристикам экспертизы в комиссии были эксперты с показателями их превышаю-
щими, т.е. : n Exp

i ii n V V∀ ∃ > . В качестве параметра для оценки точности резонно 

выбрать 
1

( )
N

i Exp
j j

i j
V V

=

Δ = −∑∑ . Данная величина характеризует итоговую компе-

тентность комиссии над экспертизой, т.е. при 0Δ < большинство экспертов бо-
лее некомпетентно по большинству показателей, и наоборот при 0Δ >  боль-
шинство экспертов более компетентны по большинству показателей. В данном 
случае открытым остается лишь вопрос нормировки указанного параметра для 
преобразования его в оценку точности экспертной комиссии; 
− подобие – выбор экспертов, чье распределение показателей подобно рас-
пределению характеристик экспертизы, т.е. ( , ) maxn Expcor V V → . Такой алго-
ритм выбора имеет смысл при оценке уровня (класса) эксперта. 
В данной работе за основу взят второй подход. 

Методика определения итоговой экспертной оценки комиссии 
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Очевидно, что для разработки методики определения итоговой экспертной 
оценки комиссии необходимо классифицировать и ограничить список (типы) рассмат-
риваемых вопросов. В данной работе рассматриваются следующие типы вопросов: 

− выбор ответа из предложенных вариантов; 
− упорядочивание списка; 
− численная оценка. 
Эти типы вопросов покрывают практически весь спектр возможных вариантов, 

за исключением ответов в свободной или текстовой форме. Это несомненно является 
недостатком данной методики, но введение в рассмотрение таких типов вопросов дела-
ет невозможным их автоматизированную обработку. 

Методика определения итогового ответа различна, так для выбора ответа итого-
вое решение определяется как ответ с максимальной модой [7]; при численной оценке, 
несмотря на очевидность выбора в качестве итогового решения среднего арифметиче-
ского ответа, итоговое решение определяется как медиана ответов каждого из членов 
экспертной комиссии [7]; в случае упорядочивания итоговое решение комиссии опре-
деляется как медиана Кемени ответов экспертов выраженных в виде бинарных отноше-
ний. В силу очевидности методики в случае вопросов выбора и оценки не будем при-
водить соответствующие выкладки, методику получения итогового решения в случае 
вопроса упорядочивания, напротив, рассмотрим подробнее. Рассмотрим 
упорядочивание списка вариантов, как операцию введения некоего бинарного 
отношения или другими словами ранжировки. 
Медиана Кемени 

Бинарное отношение A  на конечном множестве 1 2 kQ = {q  , q  ,..., q } - подмно-

жество декартова квадрата 2
m n m,n = 1..kQ  = { (q  , q  ) }. При этом пара m n(q , q ) входит в A  

тогда и только тогда, когда между mq  и nq  имеется рассматриваемое отношение. Каж-
дую ранжировку, как и любое бинарное отношение, можно задать матрицей 

, 1..( , )m n m n ka q q =  из 0 и 1. Причем ( , ) 1 ( ) ( )m n m n m na q q q q q q= ⇔ ∨p . 
Расстоянием Кемени между бинарными отношениями A  и B , описываемыми 

матрицами , 1..( , )m n m n ka q q =  и , 1..( , )m n m n kb q q = соответственно, называется число 

, 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
k

m n m n
m n

D A B D a b a q q b q q
=

= = −∑ , т.е. расстояние Кемени между бинарными 

отношениями по сути – число не совпадающих элементов стоящих на одних и тех же 
местах в матрицах бинарных отношений. 

Расстояние Кемени основано на системе аксиом, приведенной в книге [5], равно 
как и вывод формулы для расстояния Кемени между упорядочениями. 

Рассмотрим бинарные отношения 1,..., NA A . Медианой Кемени A называется 

A 1

Argmin  ( , )
N

i
i

D A A
=
∑ . Медиана Кемени - частный случай определения эмпирического 

среднего в пространствах нечисловой природы. Для нее справедлив закон больших чи-
сел, т.е. эмпирическое среднее приближается при росте числа составляющих, к теоре-

тическому среднему: 
n

i Expn
A Ai=1

Argmin  D (A  ,A) Argmin  M D(A ,A) →∞⎯⎯⎯→∑ . 
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Рассматривая ранжирование N  экспертами конечного множества 
1 2 kQ = {q  , q  ,..., q } , условившись что , ( )m n n mm n q q q q∀ → ∨p p , очевидно, что в мат-

рицах бинарных отношений 1,..., NA A  значимой является лишь верхняя половина, т.е. 
только значения выше главной диагонали. Т.о. введем модифицированное расстояние 
Кемени между ранжированиями A  и B , описываемыми матрицами , 1..( , )m n m n ka q q =  и 

, 1..( , )m n m n kb q q = соответственно, как 
1

( , ) - ( , )
k k

m n m nExp
m n m

D a q q b q q
= >

=∑∑ . Помня о том, 

что расстояние Кемени между бинарными отношениями по сути – число не совпадаю-

щих элементов понятно, что ( 1)0
2Exp

k kD ⋅ −
≤ ≤ , причем достижимость минимума оче-

видна, а достижимость максимума легко проверяется рассмотрев ранжирования 
1 2 ... kA q q q= p p p  и 1 1...k kB q q q−= p p p , для первого из них полуматрица состоит из 

одних 0, а для второго из 1, т.о. модифицированное расстояние Кемени для A  и B  рав-
но количеству 1 в полуматрице B  и равно количеству элементов полуматрицы, что со-

ставляет 1 ( 1)( )
2 2

n nn n n ⋅ −
⋅ − ⋅ = , обозначим его за nP . Тогда мерой точности принятого 

комиссией решения является 
1

 ( , )
N

Exp i
i

D A A
=
∑ , где A  - медиана Кемени для 1,..., NA A . 

Мера корреляции ответа конкретного эксперта с итоговым решением экспертной 
комиссии является очевидной. Наиболее близкий ответ к итоговому решению находит-
ся как Argmin  ( , )

i
i

A
D A A . 

Рассмотрим алгоритм получения ответа экспертной комиссии из N  экспертов, 
пусть ответы экспертов по ранжированию 1 2 kQ = {q  , q  ,..., q }  задаются полуматрица-

ми 1.. ,( , )i i
m n m k n mV v q q = >= 1, при ограничениях описанных выше, тогда: 

− обозначим ответ комиссии за 1.. ,( , )O O
m n m k n mV v q q = >= ; 

− рассмотрим 
1

( , )
k

i
m n

m n m
V v q q

= >

=∑∑ ; 

− если ( , )
2m n
Nv q q > , то ( , ) 1O

m nv q q = ; 

− если ( , )
2m n
Nv q q < , то ( , ) 0O

m nv q q = ; 

− если ( , )
2m n
Nv q q = , то комиссия не пришла к единому ответу по 

этому сравнению и mq  равнозначно nq ; 

                                                 
1 Здесь и далее, если в отношении рассматриваемых матриц не оговорено обратное, условимся считать 1A  - матри-

цей, а 
1A  - полуматрицей. 
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− рассмотрев  ( , )O
ExpD V V  очевидно, что при таком выборе OV  

V 1
Argmin  ( , )

N
O i

Exp
i

V D V V
=

= ∑ . 

Несмотря на кажущуюся простоту данный метод позволяет получить 

итоговое решение оптимизационной задачи поиска 
V 1

Argmin  ( , )
N

i
Exp

i
D V V

=
∑  с 

минимальными затратами ресурсов в достаточно большом количестве слу-
чаев, однако данный подход применим не всегда. Для иллюстрации этого 
рассмотрим следующий пример. Возьмем 3N = , 3k = , т.е. 0 1 2{ , , }Q q q q= , 
пусть эксперты проранжировали Q  следующим образом: 

− 1-й эксперт - 1 0 2q q qp p ; 
− 2-й эксперт - 0 2 1q q qp p ; 
− 3-й эксперт - 2 1 0q q qp p . 
Тогда полуматрицы имеют следующий вид: 

− 1-й эксперт - 1

1 0
0V = ; 

− 2-й эксперт - 2

0 0
1V = ; 

− 3-й эксперт - 3

1 1
1V = . 

Условимся для краткости 
1 0

0  записывать как 1 0 0 , т.е. пре-

образовывать полуматрицы к вектору по следующему правилу обхода 
1 2 1

2 3

1 2

...

...

... ... ...
k

k

k

k k

P

P

a a a
a a

a a a
a

−

−

→ , т.о. обозначив за i  - номер столбца, а 

за j  - номер строки и условившись, что выбранная ячейка принадлежит 
полуматрице, получаем, что элемент ija  находится на 1 ( )jn j P i j+⋅ − + −  пози-
ции. 
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Возвращаясь к рассматриваемому нами примеру, получаем, что 0 1 0 1V = , 
т.е. расшифровывая матрицу поэлементно, имеем 1 0q qp , 0 2q qp , 2 1q qp . Т.е. имеем 
противоречие, т.к. 1 0 0 2 1 2,q q q q q q→p p p . Т.о. несмотря на то, что каждый из экспер-
тов проранжировал Q  приемлемым образом и получено решение оптимизационной за-

дачи поиска 
V 1

Argmin  ( , )
N

i
Exp

i
D V V

=
∑ , т.е. найдена Медиана Кемени, полученное решение 

нельзя взять за итоговое. 
В подобном случае поиск решения оптимизационной задачи 

V 1

Argmin  ( , )
N

i
Exp

i

D V V
=
∑  производится методом полного перебора возможных вариантов. 

Естественно, что при его реализации произведены не только возможные оптимизации 
программного кода для ускорения работы алгоритма, но и сам алгоритм перебора оп-
тимизирован и доработан в таких аспектах, как: 

− хранится предполагаемое минимальное значение 
1

( , )
N

i
Exp

i

D V V
=
∑ , что по-

зволяет пропускать вычисление ( , )i
ExpD V V , при превышении части 

 ( , )i
Exp

i

D V V∑  предполагаемого минимума; 

− в качестве начального элемента перебора взята 0V , получаемая согласно 
описанному выше алгоритму; 
− начальными направлениями перебора являются изменения тех элементов 

0V , которые наиболее близки к 
2
N . 

Подобные оптимизации позволяют значительно ускорить поиск 

V 1
Argmin  ( , )

N
i

Exp
i

D V V
=
∑ , но их результативность существенно зависит от количества 

ранжируемых элементов и ответов экспертов, так на множестве из 3-х элементов ско-
рости поиска решения алгоритмов практически совпадают, а на множестве из 20-ти 
элементов использование оптимизированного алгоритма может давать ускорение до 10 
раз по сравнению с обычным алгоритмом. 

Возвращаясь к нашему примеру, получаем что 
0 { 1 0 0 , 0 0 1 , 1 1 1 }V = , что означает, что комиссия не пришла к единому 

решению. 
Методика оценки точности полученного решения 

Методика оценки точности полученного решения, так же как и методика опре-
деления итогового решения для разных типов вопросов различна. Так для вопросов вы-
бора и оценивания целесообразно оценивать точность в соответствии с дисперсией от-
ветов относительно итогового решения экспертной комиссии. В случае вопросов упо-
рядочивания естественно взять в качестве оценки точности полученного решения ко-
эффициент конкордации Кендалла. Рассмотрим это подробнее, используя выкладки [1, 
3, 6, 11]. 

Конкордация Кендалла 
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Рассмотрим ранжирование множества 1 2 kQ = {q  , q  ,..., q } группой из N  экс-
пертов. Обозначим за ijr  - ранг присвоенный i -м экспертом элементу jq . Это можно 
проиллюстрировать таблицей 1, в которой снизу дописана строка с суммой рангов для 
каждого элемента Q . 
Таблица 1. Иллюстрация матрицы ранжирования множества Q группой из N экс-
пертов. 

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2
1 1 1

...
1 ...
2 ...
... ... ... ... ...

...

...

k

k

k

N N Nk
N N N

i i ik
i i i

q q q
r r r
r r r

N r r r

r r r
= = =

Σ ∑ ∑ ∑

 

Тогда очевидно средние 
1

1 k

i ij
j

a r
k =

= ∑  равны для всех i  и равны 1
2

k + , а общее 

среднее 1 1 1 ( 1)
2 2i ij

i i j i

k N ka a r k
k k

+ ⋅ +
= = = =∑ ∑ ∑ ∑ . Вариация имеет вид 

2

1 1

N k

ij
i j

S r a
= =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Заметим, что в случае несвязанных рангов ijr N∈ . В случае если i -й эксперт не 
может предпочесть ни jq -е kq -му, ни kq -е jq -му ij ikr r= , при этом ijr  выбирается таким 

образом, чтобы 
1

1
2

k

ij
j

kr k
=

+
=∑ . 

Понятно, что при полной несогласованности экспертов 
1

k

ij
j

r a
=

→∑  и 0S → , а при 

полной несогласованности maxS → . Доказано [10], что при полной согласованности 

экспертов 
( )2 3

max 12
N k k

S
⋅ −

= , в случае отсутствия связанных рангов. Коэффициент 

конкордации определяется как отношение реальной вариации в матрице рангов к ее 

максимальному значению, т.е. 
max

SW
S

= . Для случая несвязанных рангов коэффициент 

конкордации находится по формуле 
( )2 3

12 SW
N k k

⋅
=

−
. 

Рассмотрим случай связанных рангов [1, 6]: 
( )2 3

max
112

e

i
i

N k k
S N T

=

⋅ −
= − ∑ , где e - 

количество экспертов, присвоивших дробные ранги, а ( )3

1

1
12

g

i v v
v

T t t
=

= −∑ , где g  - число 
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групп связанных рангов, а vt - количество связанных рангов в группе. Тогда 

( ) ( )2 3 3

1 1

12
ge

v v
i v

SW
N k k N t t

= =

⋅
=

⎡ ⎤
− − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

. 

Для оценки точности полученного решения производится проверка гипотезы 
0H : ранжирования ir  независимы. 

Установлено [1, 3, 6, 12], что при 7k >  величина ( )1N k W−  имеет 2χ  распре-

деление с числом степеней свободы 1k − . Т.о. при выполнении ( ) 21 ( 1, )N k W kχ α− > −  
гипотеза 0H  об отсутствии ранговой связи должна быть отвергнута, т.е. мнения экс-
пертов считаются согласованными при заданном уровне значимости α . 
Выводы 

Таким образом были разработаны: 
− математическая модель формирования состава экспертной комиссии; 
− аналитическая методика получения итоговой экспертной оценки комиссии 
для вопросов выбора, численной оценки и упорядочивания; 
− методы оценки точности полученных итоговых решений для рассматри-
ваемых типов вопросов. 
Описанные выше результаты в комплексе формируют методику, которая позво-

ляет произвести автоматизацию процесса проведения экспертной оценки в применение 
к дистанционному анонимному индивидуальному экспертному оцениванию с варьи-
руемым числом экспертов. 
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ABOUT MATHEMATICAL MODEL OF EXPERTS COMMITTEE FORMING, FI-

NAL EXPERTS ESTIMATION OBTAINING AND ESTIMATING ACCURACY OF 

OBTAINED SOLUTION 

Abstract. The article discusses the development of methods how the expert committee should be 

formed, and the final experts estimation and evaluation of the accuracy of the solution should be ob-

tained. Solution of the problem was considered in the context of the developing method for the remote, 

individual, and anonimous expert evaluation with a variable number of experts. The author suggested 

a model of formation of the expert committee; method of determining final experts evaluation for the 

following issues: choice of options, order of the options within the list, the numerical score; method of 
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estimating the solution accuracy. The proposed method is based on Kendall coefficient of concor-

dance as a criteria for the accuracy of the obtained solution. 

Key words: forming of expert committee, experts estimations, expertise, obtaining of final experts es-

timation, estimation of the accuracy of obtained solution. 
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Аннотация. Совместное использование современного демонстрационного компью-
терного и мультимедийного оборудования открывает большие возможности перед 
преподавателем при изучении физики, как в школе, так и ВУЗе. Применяя данные 
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средства, преподаватель получает возможность по-новому продемонстрировать, ка-
залось бы, давно известные явления. А это, несомненно, повышает  интерес уча-
щихся к изучению темы в целом. 
Ключевые слова:  наблюдение, физика, демонстрационный эксперимент, нагляд-
ность демонстрационного опыта, компьютерные измерительные системы, цифро-
вые измерительные приборы, современные мультимедийные технологии, L-микро, 
электронный осциллограф. 

 

     Всеобщая информатизация общества не могла не затронуть современную школу, в 
том числе и школьный кабинет физики. Использование персонального компьютера в 
учебном процессе не только необходимо, но и открывает новые возможности при изу-
чении некоторых тем.  
     Данный процесс должен в полной мере охватывать и учебный демонстрационный 
эксперимент, так как преподавание дисциплин естественнонаучного цикла, в том числе 
и физики, невозможно без проведения эксперимента, как демонстрационного, так и вы-
полняемого самими учащимися. И в этом плане компьютер предоставляет действи-
тельно уникальные возможности, поскольку легко превращается в универсальный из-
мерительный прибор. 
     В новых условиях работы школы, в условиях возрастающего потока учебной ин-
формации и большой плотности учебного материала наряду со словесными и другими 
методами обучения соответствующее место должен занимать  физический эксперимент 
и информационно-коммуникационные технологии.  
     Восприятие внешнего мира начинается с живого созерцания, связанного с чувствен-
ными воздействиями на человека. Эти воздействия могут проявляться при наблюдении 
явлений в окружающем нас мире. Явления можно наблюдать и в специально созданных 
условиях, например, в физическом кабинете. В этом случае имеют дело с физическим 
экспериментом. Окружающие нас физические объекты претерпевают различные изме-
нения, т.е. происходят физические процессы или явления. 
     Главная задача физики - объяснить происходящее явление, причину его возникнове-
ния, но для этого нужно обнаружить явление среди многообразных проявлений приро-
ды, установить научный факт. Поэтому первым этапом изучения явления в науке явля-
ется наблюдение. Но и ограничиться простым наблюдением нельзя. Явление нужно 
изучать глубоко и обстоятельно. Необходимо создать определенные условия протека-
ния явлений и менять их в соответствии с планом исследования, то есть проводить фи-
зический эксперимент. 
     При проведении эксперимента воспроизводится не только физическое явление, но и 
выясняется взаимосвязь и зависимость протекания явления от изменения условий в 
данном эксперименте. 
     Физический эксперимент, как метод обучения, обладает большими учебными воз-
можностями в развитии познавательной деятельности школьников. 
     Использование же компьютеризированного оборудования позволяет сделать воз-
можными демонстрации физических величин и явлений, которые не могут быть проде-
монстрированы традиционным оборудованием, а также обрабатывать входящие данные 
и в реальном времени демонстрировать физическую величину, являющуюся производ-
ной от одного или более измеренных параметров. 
     Современный учитель физики выступает в роли проводника передовых технологий 
эксперимента, и несомненно, в его распоряжении должна быть современная система 
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оборудования, требующая минимального времени на подготовку опыта, гарантирую-
щая необходимую точность и получение результата с первой попытки, обеспечиваю-
щая зрелищность и динамичность эксперимента, выразительность результатов и дос-
тупность их интерпретации для учащихся.  
     Выполнение сформулированных выше требований возможно только в рамках ис-
пользования компьютерных технологий и цифровых приборов в качестве основных 
средств для проведения измерений и представления результатов, а также специальных 
комплектов оборудования для совместной работы с ними.  
     Большие возможности, закладываемые в современные в цифровые измерительные 
комплексы, позволяют не только повторить традиционные эксперименты на новом 
уровне, но и поставить опыты, проведение которых на школьном оборудовании ранее 
было невозможно. 
     Качество демонстрационных опытов в конечном итоге определяется тем, как уча-
щиеся наблюдают демонстрируемое явление. Наглядность демонстрационного опыта 
достигается, прежде всего, специальной конструкцией демонстрационных приборов. 
Приборы, используемые для постановки демонстрационных опытов, должны иметь та-
кие размеры, чтобы все учащиеся хорошо видели все необходимые детали. В тех слу-
чаях, когда это требование нарушено, мы имеем дело с «низкокачественным» 
демонстрационным прибором.  
     Использование компьютерной измерительной системы и цифровых измерительных 
приборов для обеспечения образовательного эксперимента внесло ряд новых моментов 
в подготовку и проведение демонстрационного эксперимента на уроках физики, изме-
нило не только организацию эксперимента, но и существенно расширило его возмож-
ности в рамках урока.  
     Эксперимент проводится на основе сценария, заранее введенного в компьютерную 
программу и подробно описанного в методическом руководстве, с применением обо-
рудования, специально сконструированного с учетом использования датчиков или циф-
ровых измерительных приборов.  
     Результаты немедленно выводятся на экран компьютера или подключенный к нему 
видео проектор в виде цифр, диаграмм, графиков и таблиц. 
     Изменение содержания эксперимента связано с отсутствием ограничений на точ-
ность проводимых измерений, возможностями одновременной регистрации нескольких 
параметров физической системы и измерения нескольких интервалов времени в рамках 
одного запуска движения механической системы, регистрации однократных импульс-
ных процессов в электродинамике, наличием элементов управления демонстрационной 
установкой от компьютера и проведением совместной обработки данных, полученных 
в серии последовательных опытов. 
     Примером такого комплекса вполне может стать комплект оборудования L-микро, 
разработанный специально для использования в учебном процессе, как общеобразова-
тельной школы, так и в ВУЗе.  
     Использование в учебном процессе оборудования L-микро, дает практически неог-
раниченные возможности обработки данных с использованием персонального компью-
тера, а так же позволяют быстро провести эксперимент (что особенно важно в случае 
демонстрационного эксперимента), обработать полученные данные и сделать выводы, а 
использование современных мультимедийных технологий позволит наглядно проде-
монстрировать ход всего эксперимента в реальном времени.  
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     В качестве устройства, на которое может выводиться информация, получаемая во 
время проведения опытов, могут служить разнообразные мультимедийные устройства. 
Например, современный ЖК или плазменный телевизор, монитор персонального ком-
пьютера, различное проекционное оборудование. Так же немаловажно, что данное де-
монстрационное оборудование легко подключается к устройствам вывода информации, 
по крайне мере, этот процесс не труднее подключения видеоплеера к телевизору. 
     Так же совместно с оборудованием L-микро можно использовать различные инте-
рактивные доски. Такое совестное использование оборудования позволяет учителю 
проводить демонстрацию в «интерактивном» режиме, т.е. контролировать проведение 
эксперимента непосредственно с интерактивной доски, что в свою очередь является 
хорошим средством при проведении демонстрационных экспериментов и вносит суще-
ственный вклад в повышение  интереса учащихся к проводимой демонстрации, а зна-
чит, и к  изучению темы в целом.  
     Великий теоретик физики А. Эйнштейн писал: «На первой ступени обучения физике 
надо вообще исключить все, кроме экспериментальной стороны, представляющей на-
глядный интерес. Красивый эксперимент сам по себе гораздо ценнее, чем 30 формул, 
добытых в реторте отвлеченных мыслей». 
     Применение новой системы оборудования кабинета физики обеспечивает зрелищ-
ность и динамичность эксперимента, выразительность результатов и доступность их 
интерпретации для учащихся, одним словом, выводит учебный процесс на уровень тре-
бований сегодняшнего дня. 
     Хорошим примером такого комплексного использования оборудования может слу-
жить демонстрация, проводимая при изучении электрического резонанса. 
     Как правило, изучение данной темы, как в школе, так и в ВУЗе немыслимо без про-
ведения демонстрационного эксперимента с использованием  электронного осцилло-
графа. 
     Уже многие годы осциллограф является одним из незаменимых приборов, исполь-
зуемых в научных исследованиях не только в области физики, но и тесно связанных с 
ней технических наук, в биологии, химии, медицине и др. Очень малая инерционность, 
возможность получения и визуального наблюдения на его экране кривых (графиков), 
выражающих функциональную связь между двумя переменными величинами в сочета-
нии с высокой чувствительностью и большим входным сопротивлением определяют 
весьма большую ценность применения осциллографа в лекционном демонстрационном 
эксперименте и как прибора для качественной оценки исследуемых явлений, а также  в 
качестве универсального измерительного устройства. 
     У обычного демонстрационного электронного осциллографа, например ОЭШ-61, 
являющегося до сих пор одним из самых массовых приборов, как в общеобразователь-
ной  школе, так и ВУЗах, есть недостаток. Диаметр экрана всего 130 мм, что не обеспе-
чивает удовлетворительной видимости осциллограмм всем учащимся. Особенно это 
становится заметно при постановке демонстрации в обширной аудитории с большим 
числом присутствующих.  
     Выйти из данной ситуации можно очень легко, если при проведении демонстрации 
использовать компьютерный осциллограф L-микро совместно с интерактивной доской.  
     0борудование, необходимое для проведения эксперимента, следующее:  функцио-
нальный генератор ФГ-100, компьютерный осциллограф L-микро, интерактивная дос-
ка, лампа накаливания автомобильная 12В на подставке, трансформатор универсаль-
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ный, батарея конденсаторов, провода соединительные с наконечниками, два ключа, 
магнитная доска.  
     Собирают электрическую цепь, соединяя последовательно генератор ФГ-100, ка-
тушку «12 В» от универсального трансформатора, батарею конденсаторов, лампочку на 
12 В и два ключа (рис. 1). Установив частоту генератора 50 — 60 Гц, замыкают цепь и, 
меняя емкость батареи, устанавливают такой ток, при котором лампочка будет едва 
светиться.  

 

 
Рис.1. Схема установки для демонстрации резонанса 

в последовательном контуре 
 

     Изменяя частоту вынужденных колебаний, наблюдают, как постепенно увеличива-
ется яркость свечения лампочки, достигая при некоторой частоте максимальной вели-
чины. Перейдя эту частоту, наблюдают постепенное уменьшение яркости свечения. 
Объясняя данный опыт (рис. 2), обращают внимание учащихся на то, что при измене-
нии частоты ёмкостное сопротивление уменьшается, а индуктивное - увеличивается; 
разность же между ними уменьшается, становясь равной нулю в момент резонанса. В 
этот момент контур обладает только активным сопротивлением, что можно показать на 
опыте. Для этого замыкают ключ К 2 и наблюдают, что никаких изменений в свечении 
лампочки не происходит. В момент резонанса величина тока достигает максимального 
значения.  

 

 
 

Рис. 2. Установка для изучения фазовых соотношений в последовательной цепи 
со смешанной нагрузкой с использованием интерактивной доски 
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     Для демонстрации фазовых соотношений в период, предшествующий резонансу, в 
момент резонанса и в период, последующий за резонансом, подключают к цепи элек-
тронный осциллограф и, меняя частоту вынуждающих колебаний, наблюдают измене-
ние сдвига фаз при переходе через резонанс. Вначале сдвиг фаз был емкостным 
(рис.3,а). При этом емкостное сопротивление больше индуктивного. После перехода 
через резонансную частоту он становится индуктивным (рис. 3, б), и индуктивное со-
противление становится больше ёмкостного. В момент резонанса фаза колебаний тока 
совпадает с фазой колебаний напряжения, и цепь ведет себя как активное сопротивле-
ние (рис.3,в).  
 

 
 
                       а                                               б                                                в 

 
Рис. 3. Осциллограммы вынужденных колебаний и резонанса 

 
     В приведенном примере наглядно отражено преимущество использования  компью-
терного демонстрационного оборудования при проведении демонстрационного экспе-
римента.  Ведь кроме увеличившихся в несколько раз размеров экрана осциллографа, 
мы получаем еще и цветное изображение. Благодаря тому, что сигнал с каждого канала 
выделяется своим цветом, преподаватель может более наглядно и подробно объяснить 
процессы, протекающие в электрической цепи.  
     Благодаря этим особенностям компьютерного оборудования, давно известная де-
монстрация приобретает новые свойства и становится более  наглядной и доступной 
для восприятия учащимися. А это, несомненно, облегчает дальнейшее усвоение мате-
риала учащимися. 
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Abstract. Sharing demonstration of modern computer and multimedia equipment opens 
up great opportunities for the teacher to learn physics, both in school and University. Us-
ing these funds, the teacher has an opportunity for a new show, it would seem, the long-
known phenomenon. And it, undoubtedly, increases the interest of students to study the 
topic in general. 
Key words: monitoring, physics, demonstration experiment, visibility demonstration, 
computer measuring systems, digital measuring instruments, modern multimedia technol-
ogy, L-micro, electronic oscilloscope. 

НАШИ АВТОРЫ 
 
Барабаш Татьяна Константиновна - Амурский государственный университет (АмГУ) 
675027, Благовещенск, Игнатьевское шоссе, 21, ассистент кафедры «Математический 
анализ и моделирование». Магистрант по направлению 010600.68 «Прикладные мате-
матика и физика» Тел.: 89246816447, E-mail: barabash-tatyana@mail.ru. 
 
Бурый Евгений Владленович - Московский государственный технический университет 
имени Н.Э. Баумана 105005, Москва, 2-я Бауманская, 5, доктор технических наук, ру-
ководитель лаборатории лазерных информационных систем, buryi@bmstu.ru. 
 
Гибадуллин Р.Ф. Астраханский государственный технический университет 414025, Ас-
трахань, ул. Татищева, 16, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Голиков Д.В. Московский государственный областной университет 105005, Москва, ул. 
Радио, 10а, аспирант кафедры методики преподавания физики, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Голикова Нина Николаевна - Московский государственный областной университет 
105005, Москва, ул. Радио, 10а  доцент кафедры вычислительной математики и мето-
дики преподавания информатики, fakul-fm@mgou.ru. 
 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 123

Голов Александр Николаевич - Московский государственный областной университет 
105005, Москва, ул. Радио, 10а, доцент кафедры теоретической физики, fakul-
fm@mgou.ru. 
 
Гордеев Ю.Н. - Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
15409, Москва, Каширское ш., 31, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Громов Евгений Михайлович - Национальный исследовательский университет – Выс-
шая школа экономики в Нижнем Новгороде 603155, Нижний Новгород, 25/12, доктор 
физико-математических наук, профессор, профессор, зав. кафедрой математики На-
ционального исследовательского университета - Высшая школа экономики – Нижний 
Новгород», (831) 416-95-40, egromov@hse.ru (e-mail) 
 
Декина Ю.И. Астраханский государственный технический университет 414025, Астра-
хань, ул. Татищева, 16, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Долгова Елена Владимировна - Пермский государственный технический университет 
614990, Пермь, Комсомольский пр., 29, elena.dolgova@gmail.com. 
 
Крамской Михаил Александрович - Московский государственный университет прибо-
ростроения и информатики 107996, Москва, Стромынка, 20, аспирант, 
k.m.a@rambler.ru. 
 
Куркин Андрей Александрович - Нижегородский государственный технический уни-
верситет им. Р.Е. Алексеева 603950, ГСП-41, Нижний Новгород, ул. Минина,24, доктор 
физико-математических наук, профессор,  aakurkin@gmail.com. 
 
Куркина Оксана Евгеньевна - Нижегородский государственный технический универси-
тет им. Р.Е. Алексеева 603950, ГСП-41, Нижний Новгород, ул. Минина, 24; Националь-
ный исследовательский университет «Высшая школа экономики» 603155, Нижний Нов-
город, ул. Б. Печерская, 25/12, кандидат физико-математических наук, доцент, pol-
oukhin@mail.ru. 
 
 
 
Курушин Даниил Сергеевич - Пермский государственный технический университет 
614990, Пермь, Комсомольский пр., 29, старший преподаватель, 
daniel.kurushin@gmail.com. 
 
Масловская  Анна Геннадьевна - Амурский государственный университет (АмГУ) 
675027, Благовещенск, Игнатьевское шоссе, 21, кандидат физико-математических наук, 
доцент, докторант кафедры «Теоретическая и экспериментальная физика» E-mail: 
maslovskayaag@mail.ru. 
 
Пасечник Сергей Вениаминович - Московский государственный университет 
приборостроения и информатики 107996, Москва, Стромынка, 20, профессор кафедры 
медицинских приборов и компьютерных технологий, доктор физико-математических 
наук, профессор, s-p-a-s-m@mail.ru. 
 
Петрова Марина Алексеевна - Национальный исследовательский ядерный университет 
«МИФИ» 115409, Москва, Каширское ш., 31, кандидат физико-математических наук, 
доцент, MAPetrova@mephi.ru. 
 
Простокишин В.М. Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
15409, Москва, Каширское ш., 31, fakul-fm@mgou.ru. 
 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 124 

Рабинович Александр Соломонович - Московский государственный университет при-
боростроения и информатики 107996, Москва, Стромынка, 20, Кандидат физико-
математических наук, доцент, rabial@mail.ru. 
 
Романова Мария Юрьевна - Воронежский государственный университет 394006, Воро-
неж, Университетская пл., 1, masynyrom@yandex.ru. 
 
Рувинская Екатерина Александровна - Нижегородский государственный технический 
университет им. Р.Е. Алексеева 603950, ГСП-41, Нижний Новгород, ул. Минина,24, 
e.vladykina@gmail.com. 
 
Семеренко Д.А. Московский государственный технический университет имени Н.Э. 
Баумана 105005, Москва, 2-я Бауманская, 5, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Семеренко Д.А. Московский государственный университет приборостроения и инфор-
матики 107996, Москва, Стромынка, 20, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Солычева Ольга Михайловна - Национальный исследовательский университет – Выс-
шая школа экономики в Нижнем Новгороде 603155, Нижний Новгород, 25/12, кандидат 
физико-математических наук, доцент, кафедра математики, (831) 416-95-40 (сл.) 
Solycheva@list.ru, osolycheva@hse.ru 
 
Трифоненков В.П. - Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ» 
115409, Москва, Каширское ш., 31, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Тютин Виктор Владимирович - Национальный исследовательский университет – Выс-
шая школа экономики в Нижнем Новгороде 603155, Нижний Новгород, 25/12, доцент 
кафедры математики, кандидат физико-математических наук, доцент, (831) 416-95-40 
(сл.), vtyutin@hse.ru (e-mail). 
 
Чопик А.П. Московский государственный университет приборостроения и информати-
ки 107996, Москва, Стромынка, 20, fakul-fm@mgou.ru. 
 
Шмелёва Д.В. Московский государственный университет приборостроения и информа-
тики 107996, Москва, Стромынка, 20, fakul-fm@mgou.ru. 
 
 
 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

МАТЕМАТИКА 
  

Громов Е.М., Солычева О.М., Тютин В.В. Функции двух переменных конечной 
Λ –вариации и операторы суперпозиции   …………………………………………... 3
Романова М.Ю. Ооценки функции грина, построенной по полугруппе операто-
ров   ………………………………………………………………………………….…. 6
Петрова М.А., Трифоненков В.П. Асимптотика решения одного сингулярно воз-
мущенного уравнения гиперболического типа   ……………………………………. 18
Гордеев Ю.Н., Простокишин В.М. Функционально-инвариантное решение зада-
чи о распределении поля давления в окрестности растущей трещины   ………….. 21
  

ФИЗИКА 
  

Декина Ю.И., Гибадуллин Р.Ф. Физико-химическая модель эрозии-коррозии ме-



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 125

талла стенки абсорбера установки аминовой очистки газов   ……………………… 28
Голов А.Н. Статистическая теория эволюции газоподобного облака в периодиче-
ском поле   ……………………………………………………………………………... 33
Рабинович А.С., Крамской М.А. Периодические орбиты релятивистского анти-
протона в нелинейном ядерном поле   ………………………………………………. 44
Масловская А.Г., Барабаш Т.К. Имитационное моделирование процесса пере-
ключения поляризации сегнетоэлектрических кристаллов под действием инжек-
тированных зарядов   …………………………………………………………………. 53
Рувинская Е.А., Куркина О.Е., Куркин А.А. Исследование структуры уединенных 
внутренних волн большой амплитуды в трехслойной жидкости   ………………… 61
Бурый Е.В., Семеренко Д.А. Применение жидких кристаллов для реализации 
управляемого фазового транспаранта   ……………………………………………… 74
Пасечник С.В., Семеренко Д.А., Шмелёва Д.В., Чопик А.П. Ориентационная 
структура нематического жидкого кристалла ограниченного в порах пористой 
полимерной плёнки   ………………………………………………………………….. 79
Трифоненков В.П., Петрова М.А. О постановке обратной задачи диагностики 
распределения напряженности двумерных микрополей   ………………………….. 85
  

КОМПЬЮТЕРНЫЕ НАУКИ 
  

Долгова Е.В., Курушин Д.С. Адаптация математической модели нейронной сети 
для системы распознавания слитного рукописного текста   ………………………. 91
Долгова Е.В. Курушин Д.С. Исследование математической модели штрихов ру-
кописного текста  
……………………………………………………………………….. 

97
  

ТЕХНОЛОГИИ И МЕТОДИКИ ОБУЧЕНИЯ 
  

Голиков Д.В. Голикова Н. Н. Совместное использование современного компью-
терного демонстрационного и мультимедийного оборудования нового поколения 
при изучении физики в современной школе   ………………………………………. 106
 
НАШИ АВТОРЫ   ..…………………………………………………………………. 112
 
 

CONTENTS 
 
MATHEMATICS  
  

Gromov E., Solycheva O., Tyutin V.  Functions of two variables of finite Λ –variation 
and superposition operators   …………………………………………………………… 3
Romanova M. Estimationa of green’s function based on semigroup of operators   ……. 6
Petrova M., Trifonenkov V. Asymptotics of the solution of one singularly perturbed 
hyperbolic equation   …………………………………………………………………… 18
Gordeev Yu., Prostokishin V. Fuctionally invariant problem solutions of the near grow-
ing crack pressure field distribution   
…………………………………………………… 

21

  

PHYSICS 
  



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 126 

Dekina Y., Gibadullin R. Physico-chemical model of erosion-corrosion of the metal 
wall of the absorber of installation amine gas cleaning   ……………………………….. 28
Golov A. Statistical theory of the evolution of the gas-dispersed cloud in the periodical 
field   ……………………………………………………………………………………. 33
Rabinowitch A.S., Kramskoy M.A. Periodic orbits of the relativistic antiproton in a 
nonlinear nuclear field   ………………………………………………………………… 44
Maslovskaya A., Barabash T. Simulation of polarization reversal processes in ferro-
electric crystals under injected charges   ……………………………………………….. 53
Rouvinskaya E., Kurkina O., Kurkin A. Investigation of the structure of large ampli-
tude internal solitary waves in a three-layer fluid   
………………………………………….. 

61

Buryi E., Semerenko D. Usage of liquid crystal for implementation spatial light phase 
modulator   ……………………………………………………………………………… 74
Pasechnik S., Semerenko D., Shmeliova D., Chopik A. Orientational structure of 
nematic liquid crystal confined by pores of polymer films   …………………………… 79
Trifonenkov V., Petrova M. About definition of inverse problem of two-dimensional 
microfield distribution diagnosis   ……………………………………………………… 85
  

COMPUTER SCIENCES 
  

Dolgova E. Kurushin D. A neural network model adaptation for use with uncon-
strained handwritten text recognition system   …………………………………… 91
Dolgova E. Kurushin D. The investigation of the handwriting strokes model   ……….. 97
  

TECHNOLOGIES AND TECHNIQUES OF TRAINING 
  

Golikov D. Golikova N. Joint use of modern computer demonstration and multimedia 
equipment of the new generation in the study of physics in the modern school   ……… 106
  

OUR AUTHORS   …………………………………………………………………… 112
 
 
 
УДК 517.98 
 
     Функции двух переменных конечной Λ –вариации и операторы суперпозиции / Гро-
мов Е.М., Солычева О.М., Тютин В.В. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №2. С.3-6. 
     Работа посвящена актуальной тематике описания операторов суперпозиции, дейст-
вующих на функциональных пространствах конечной вариации. В ней представлены 
результаты, развивающие и обобщающие недавние исследования Я. Матковского, 
Я. Мища, Д. Уотермана, В. В. Чистякова: введено понятие полной двумерной Λ –
вариации функций двух действительных переменных, показано, что класс Уотермана 
функций двух переменных конечной полной Λ –вариации образует банахово простран-
ство. Также приведено описание генератора оператора суперпозиции типа Немыцкого, 
действующего на пространстве Уотермана и удовлетворяющего условию Липшица. 
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УДК 517.9 
 
     Оценки функции грина, построенной по полугруппе операторов / Романова М.Ю. // 
Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.6-17. 
     В статье рассматривается сильно непрерывная полугруппа операторов, которая является гиперболической (или 
допускает экспоненциальную дихотомию). Для исследуемой полугруппы операторов строится функция Грина, ко-
торая играет важную роль в представлении слабых ограниченных решений дифференциальных уравнений. Исполь-
зуя частотную характеристику оператора и интегральный критерий качества дихотомии, в статье получены оценки 
функции Грина, построенной по гиперболической полугруппе операторов. Результаты данной статьи получены с 
существенным использованием методов гармонического анализа. 
 
Библиогр.10. 
 
 
УДК 517.965.35 
 
     Асимптотика решения одного сингулярно возмущенного уравнения гиперболиче-
ского типа / Петрова М.А., Трифоненков В.П. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Фи-
зика-математика, 2011. №2. С.18-20. 
     Исследуются сингулярно возмущенные квазилинейные уравнения гиперболического 
типа. Доказывается существование у них решений типа бегущих волн, имеющих кон-
трастную структуру. С помощью метода пограничных функций построено асимптоти-
ческое разложение по малому параметру решения в случае движения внутреннего слоя 
(фронта). Получено уравнения для определения скорости распространения фронта вол-
ны. Рассматривается важный для приложений частный случай квазидискретной нели-
нейности.  
 
Библиогр.4. 
 
УДК 552.578.2.061.43.001.573 
 
     Функционально-инвариантное решение задачи о распределении поля давления в ок-
рестности растущей трещины / Гордеев Ю.Н., Простокишин В.М. // Вестн. Моск. гос. 
обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.21-27. 
     Построены точные решения автомодельных задач о поле давления в окрестности 
распространяющейся трещины гидроразрыва. Считается, что трещина развивается по 
корневому закону в проницаемой упруго деформируемой пористой среде, с постоянной 
расклинивающей силой, действующей на берега трещины. Рассматриваемая задача для 
уравнения пьезопроводности заменой переменных сведена к решению смешанной 
краевой задачи для уравнения Гельмгольца, решение которой выражается в квадрату-
рах от функции Бесселя. Полученное решение справедливо для произвольного автомо-
дельного распределения давления на берегах трещины. 
 
Библиогр.7. 
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УДК 620.192 
 
     Физико-химическая модель эрозии-коррозии металла стенки абсорбера установки 
аминовой очистки газов / Декина Ю.И., Гибадуллин Р.Ф. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. 
Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.28-32. 
     Статья посвящена разработке физико-химической модели эрозии-коррозии металлов 
в двухфазном потоке в нижней зоне абсорбера установки аминовой сероочистки газов. 
Предложенная модель позволяет разработать математическую модель эрозионно-
коррозионных процессов металла в двухфазном потоке. 
 
Ил.1. Библиогр.5. 
 
 
 
 
УДК.533.72. 
     Статистическая теория эволюции газоподобного облака в периодическом поле / Го-
лов А.Н. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.33-44. 
     Исходя из уравнения Лиувилля – Гиббса получены статистические функции распре-
деления системы дисперсных частиц в периодическом поле. Дано кинетическое описа-
ние эволюции системы для частного случая. Выявлены основные закономерности эво-
люции системы и их зависимость от параметров задачи. 
 
Ил.4. Библиогр.12. 
 
 
 
УДК: 539.1 
 
     Периодические орбиты релятивистского антипротона в нелинейном ядерном поле / 
Рабинович А.С., Крамской М.А. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №2. С.44-52. 
     В статье исследуются орбитальные движения релятивистского нуклона и антину-
клона в нелинейном поле массивного ядра. Данная задача приводится к системе нели-
нейных дифференциальных уравнений второго порядка относительно радиальной ко-
ординаты и  полярного угла частицы. Проводятся численные исследования этой систе-
мы уравнений. Показывается, что в случае движения вокруг ядер антипротонов могут 
возникать периодические орбиты. Исследуются условия их существования в релятиви-
стском случае. 
 
Ил.3. Табл.3. Библиогр.5. 
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УДК 537.533.9:537.226.4 
 
     Имитационное моделирование процесса переключения поляризации сегнетоэлек-
трических кристаллов под действием инжектированных зарядов / Масловская А.Г., Ба-
рабаш Т.К. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.53-60. 
     Представлен анализ процесса переключения поляризации сегнетоэлектрических 
кристаллов в режиме инжекции электронных пучков под поверхностный слой образца. 
Предложена имитационная модель, отражающая динамику переполяризации сегнето-
электрического кристалла в рамках двумерного геометрического представления. Проведен 
расчет поляризационного тока модельных сегнетоэлектриков в инжекционном режиме. 
 
Ил.5. Библиогр.11. 
 
 
 
УДК 551.466.8 
     Исследование структуры уединенных внутренних волн большой амплитуды в трех-
слойной жидкости / Рувинская Е.А., Куркина О.Е., Куркин А.А. // Вестн. Моск. гос. 
обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.61-73. 
     Исследована структура физических полей (избыточной плотности, горизонтальной и 
вертикальной скорости) локализованных стационарных полнонелинейных возмущений 
в трехслойной симметричной жидкости. Проанализированы соотношения «ширина-
амплитуда», «скорость-амплитуда» для таких волн и их зависимость от вертикальной 
координаты. Проводится сопоставление со слабонелинейной теорией. 
 
Ил.9. Библиогр.25. 
 
 
УДК 535.31 
 
     Применение жидких кристаллов для реализации управляемого фазового транспаран-
та / Бурый Е.В., Семеренко Д.А. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №2. С.74-79. 
     Обоснована целесообразность применения фазового транспаранта для формирова-
ния псевдослучайных реализаций отсчетов поля интенсивностей излучения при изуче-
нии свойств корреляционной функции 6-го порядка этого поля. Предложен способ по-
строения фазового транспаранта, основанный на применении ячеек, заполненных нема-
тическим жидким кристаллом, в которых реализована переменная величина зазора ме-
жду стеклами с прозрачными электродами. Показано, что технологичная в изготовле-
нии ячейка с клиновидным зазором обеспечивает реализацию требуемых величин фа-
зового сдвига, а система таких последовательно расположенных ячеек позволит увели-
чить число формируемых статистически независимых реализаций отсчетов поля интен-
сивностей излучения. 
 
Ил.2. Библиогр.9. 
 
 
УДК 538.956 
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     Ориентационная структура нематического жидкого кристалла ограниченного в по-
рах пористой полимерной плёнки / Пасечник С.В., Семеренко Д.А., Шмелёва Д.В., Чо-
пик А.П. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.79-85. 
     В статье описывается метод определения ориентационной структуры жидкого кри-
сталла в порах пористой плёнки. Данный метод основан на измерении зависимости 
электрической ёмкости композиционного образца (пористая плёнка, заполненная жид-
ким кристаллом) от температуры. В качестве пористой структуры была выбрана порис-
тая полиэтилентерефталатная плёнка из-за возможности создания пор заданной ориен-
тацией и заданными радиусами. В измерениях использовались образцы пористой плён-
ки с радиусами пор 75, 170, 210, 300 и 425нм. В экспериментах была использована ори-
гинальная конструкция ячейки, в которой поверхности пористой плёнки были покрыты 
токопроводящим слоем. Теоретические расчёты, выполненные на основе эксперимен-
тальных данных, показали, что ориентационная структура жидкого кристалла внутри 
пор характеризуется выходом директора из плоскости нормальной к оси поры.  
 
Ил.2. Табл.1. Библиогр.8. 
 
 
УДК 519.677.2 
 
     О постановке обратной задачи диагностики распределения напряженности двумер-
ных микрополей / Трифоненков В.П., Петрова М.А. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. 
Физика-математика, 2011. №2. С.85-90. 
     Рассматривается математическая модель схемы исследования двумерного микропо-
ля пучком электронов. Получены соотношения, учитывающие интегральную зависи-
мость параметров пучка от распределения напряженности поля вдоль его траектории. 
На их основе рассматривается постановка обратной задачи нахождения гармонической 
функции, описывающей распределение магнитного (или электрического) поля. 
 
Ил.2. Библиогр.6. 
 
УДК 004.932.1 
 
     Адаптация математической модели нейронной сети для системы распознавания 
слитного рукописного текста / Долгова Е.В., Курушин Д.С. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-
та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.91-97. 
     В статье предлагается подход к адаптации нейросетевых моделей для создания OCR-
систем, рассчитанных на работу со слитным неограниченным рукописным текстом. 
Подход основан на отказе от распознавания слитных символов и переходу к 
распознаванию отдельных штрихов, из которых затем собираются символы и/или слова 
текста. Рассматриваемый подход позволяет существенно понизить размерность 
нейронных сетей, используемых в OCR-системах, что приведет к повышению их 
производительности и качества распознавания. 
 
Ил.1. Библиогр.5. 
 
 
 
УДК 004.932.1 
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     Исследование математической модели штрихов рукописного текста / Долгова Е.В., 
Курушин Д.С. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-математика, 2011. №2. С.97-
105. 
     В статье предлагается и исследуется модель штрихов рукописного текста. Рассмат-
риваемая модель представляет рукописный текст как совокупность штрихов несколь-
ких известных классов. Модель позволяет абстрагироваться от начальных условий 
письма, таких как угол наклона, скорость, плотность и т.п. Благодаря процедуре векто-
ризации для модели не имеет значения зашумленность исходного изображения и спо-
соб его получения. В работе проведен эксперимент, подтверждающий  применимость 
модели для использования в задачах распознавания образов. 
 
Ил.3. Табл.1. Библиогр.9. 
 
УДК 37.016:53 
 
     Совместное использование современного компьютерного демонстрационного и 
мультимедийного оборудования нового поколения при изучении физики в современной 
школе / Голиков Д.В., Голикова Н.Н. // Вестн. Моск. гос. обл. ун-та. Сер. Физика-
математика, 2011. №2. С.106-111. 
     Совместное использование современного демонстрационного компьютерного и 
мультимедийного оборудования открывает большие возможности перед преподавате-
лем при изучении физики, как в школе, так и ВУЗе. Применяя данные средства, препо-
даватель получает возможность по-новому продемонстрировать, казалось бы, давно 
известные явления. А это, несомненно, повышает интерес учащихся к изучению темы в 
целом. 
 
Ил.3. Библиогр.12. 
 

 
ПРАВИЛА 

 
подготовки рукописей, представленных для опубликования в журнале 

«Вестник Московского государственного областного университета. 
Сер. Физика - математика» 

 

     Для публикации научных работ в выпусках серии «Вестник МГОУ» принимаются 
статьи на русском языке. Публикуются научные материалы преимущественно докто-
рантов, аспирантов, соискателей, преподавателей ВУЗов, докторов и кандидатов наук.  
Требования к оформлению статей. Статья должна быть представлена: 
     в текстовом варианте (текст статьи должен быть подписан всеми авторами); 
     в виде документа MS Word 2003 (с расширением doc); 
     в виде файла в формате rtf; 
Файл должен содержать построчно: 
На 
русском 
языке 

УДК (в верхнем левом углу первого листа рукописи) 
НАЗВАНИЕ СТАТЬИ – прописными буквами 
Фамилия, имя, отчество 
Полное наименование организации (в скобках – сокращенное), почтовый адрес 
Должность 
(другие сведения, например, E-mail, телефон) 



Вестник МГОУ. Сер. «Физика - Математика». 2011. № 2  

 132 

Аннотация (1 абзац до 400 символов) под заголовком «АННОТАЦИЯ» 
Ключевые слова 

На 
английском 
языке 

НАЗВАНИЕ СТАТЬИ – прописными буквами 
Фамилия, инициалы 
Полное наименование организации, почтовый адрес 
Аннотация (1 абзац до 400 символов) под заголовком «Abstract» 
Ключевые слова (Key words) 

На 
русском 
языке 

Объем статьи ограничен темя уровнями: а) 12 страниц с числом иллюстраций 
до пяти (к этим статьям предъявляются повышенные требования); б) 6 страниц 
с числом иллюстраций до трех (содержатся основные результаты без излишних 
деталей выводов и доказательств); в) 4 страницы с числом иллюстраций до 
двух (выходят в разделе краткие сообщения вне очереди). 
Список использованной литературы под заголовком «ЛИТЕРАТУРА» 

 
     Формат страницы – А4, книжная ориентация. Поля – 2,5 см. Шрифт Times New Roman Cyril-
lic, цвет шрифта черный, размер 12 пикселей, междустрочный интервал – полуторный. 
     Запрещены специфические действия над текстом и встраиваемые коды: уплотнение интер-
валов, использование цветовых заливок, «красные строки», центрирование, табуляция, отсту-
пы, переносы в словах (делаемые автором), ссылки, гиперссылки, сноски (лучше их оформлять 
в виде примечаний, замечаний и т.п.). Не допускаются сокращения слов, имен, названий, за ис-
ключением общепринятых (и оговоренных). 
     Формулы нумеруются (справа) только те, на которые в тексте имеются ссылки.  
     Рисунки и таблицы допускаются в том случае, если описать процесс в текстовой форме не-
возможно. В этом случае каждый из объектов не должен превышать указанные размеры стра-
ницы, а шрифт в нем – 12 пикселей. Возможно использование только вертикальных таблиц и 
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