
Ñ.À. Ëàïèíîâà, À.È. Ñàè÷åâ, Ì.Â. ÒàðàêàíîâàÝêñòðåìóìû íåïîëíîãî ìîñòàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñîâìåñòíûå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ãëî-áàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âèíåðîâñêîãî ìîñòà. Ïîïóòíî íàéäåíûðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ íó-ëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿãðàíèöàõ. Ïîìèìî ïðèëîæåíèé ê ïðîöåññàì äè��óçèè, ðå-çóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè âîë-íîâûõ è êâàíòîâûõ çàäà÷. Ê ïðèìåðó, äëÿ îòûñêàíèÿ âîëíî-âûõ �óíêöèé â ïîòåíöèàëüíûõ ÿìàõ ñ äâèæóùèìèñÿ ñòåíêà-ìè èëè ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ âîëí â øåëü�îâûõ çîíàõ.
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1 ÂâåäåíèåÍàøà ãëàâíàÿ öåëü ñîñòîèò â ðåøåíèè èçâåñòíîé ïðîáëåìû òåîðèèäè��óçèè: ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ãëîáàëüíûõ (íà çàäàííîì èíòåðâà-ëå âðåìåíè) ýêñòðåìóìîâ âèíåðîâñêîãî ìîñòà.Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, óêàæåìñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ â äàí-íîé ñòàòüå. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ÷òî, â ñèëó �ðàêòàëüíîñòè âèíåðîâ-ñêîãî ïðîöåññà, çàäàííûé èíòåðâàë âðåìåíè ìîæíî áðàòü åäèíè÷íîé äëè-íû t ∈ (0, 1), à èñõîäíûé ïðîöåññ ìîæíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïî-ëàãàòü ðàâíûì
X(t, γ) := γt +W (t), t ∈ (0, 1), (1)ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü ñíîñà, à W (t) � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèéïðîöåññ W (t) ∼ N (0, t). Çäåñü è äàëåå çíà÷îê ∼ ñèìâîëèçèðóåò ñòîõàñòè-÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí îòíîøåíèÿ.Íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(t, γ) (1) âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ñî ñíî-ñîì. Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå íåïîëíûé âèíåðîâñêèé ìîñò, ïî îïðåäåëå-íèþ ðàâíûé
Y (t, κ, γ) := X(t, γ)− κtX(1, γ). (2)Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì çâàòü åãî íåïîëíûì ìîñòîì. ×àñòíûé ñëó÷àé íåïîë-íîãî ìîñòà ïðè κ = 1

Y (t) := Y (t, 1, γ) ≡ W (t)− tW (1) (3)íàçûâàþò âèíåðîâñêèì ìîñòîì, èëè êðàòêî � ìîñòîì. Íèæå ìû áóäåìèíòåðåñîâàòüñÿ ñîâìåñòíûìè âåðîÿòíîñòíûìè ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí
H := sup

t∈(0,1)

Y (t, κ, γ), L := inf
t∈(0,1)

Y (t, κ, γ), C := X(1, γ), (4)õàðàêòåðèçóþùèõ ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà íåïîëíîãî ìîñòà.Íàïîìíèì, âî ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñîâìåñòíûå ñòàòèñòè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (H,L, C) (4) äåòàëüíî èçó÷åíû. Êïðèìåðó, äàâíî èçâåñòíû ñîâìåñòíûå âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà âåëè÷èí(4) ïðè κ = γ = 0, òî åñòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãîïðîöåññà W (t) (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Íàéäåíî òàêæå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäå-ëåíèå âåëè÷èí (H,L, C) äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñíîñîì X(t, γ). Ñî-îòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûå ñîîòíîøåíèÿ è äðóãèå ïîëåçíûå �îðìóëûòåîðèè âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [2�4℄.3



Íàïîìíèì åùå êëàññè÷åñêóþ ðàáîòó Ôåëëåðà [5℄, ãäå íàéäåíî ðàñïðåäå-ëåíèå ðàçíîñòè ýêñòðåìóìîâ R := H − L âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.Òåì íå ìåíåå, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèåäëÿ òðåõìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé Q(h, ℓ, c; κ, γ) ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí (H,L, C) (4) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðàõ κ è γ íåïîëíîãî ìîñòà
Y (t, κ, γ) (2). Áîëåå òîãî, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî äàæå ñîâìåñòíîå ðàñïðå-äåëåíèå ýêñòðåìóìîâ (H,L) ìîñòà Y (t) (3). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæå-íèé, ãäå âîñòðåáîâàíà ñòàòèñòèêà ýêñòðåìóìîâ ðîäñòâåííûõ âèíåðîâñêî-ìó ïðîöåññîâ, ñîøëåìñÿ íà àíàëèç ý��åêòèâíîñòè îöåíîê âîëàòèëüíîñòè�èíàíñîâûõ ðûíêîâ, îïèðàþùèõñÿ íà ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåí àê-öèé, �üþ÷åðñîâ è îïöèîíîâ (ñì., íàïðèìåð, [6�8℄).Â äàííîé ñòàòüå âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ óïîìÿíóòîé ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé. Ïîïóòíî íàõîäèòñÿ �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ äè��óçèèñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè íà ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ ãðàíèöàõ. Óêàçàí-íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå è ìîæåò áûòü, êïðèìåðó, èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëèçà äâèæåíèÿ êâàíòîâûõ ÷àñòèö â ïî-òåíöèàëüíîé ÿìå ñ äâèæóùèìèñÿ ñòåíêàìè.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: Â ðàçäåëå 2 óêàçàíû íåêîòî-ðûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïîëíîãî ìîñòà, çíàíèå êîòîðûõ íåîáõî-äèìî äëÿ îòûñêàíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (4).Â ðàçäåëå 3 ñ�îðìóëèðîâàíà ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿäè��óçèè, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò èñêîìóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòåé Q(h, ℓ, c; κ, γ). Â ðàçäåëå 4 íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äè��óçèèíà îòðåçêå ñ ðàâíîìåðíî äâèæóùèìèñÿ ïîãëîùàþùèìè ãðàíèöàìè. Âðàçäåëå 5 äàíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âå-ðîÿòíîñòåé Q(h, ℓ, c; κ, γ) è îáñóæäåíû íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà.2 �åîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïîëíîãî ìîñòàÎáñóäèì íåêîòîðûå, ïîëåçíûå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé, ãåîìåò-ðè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïîëíîãî ìîñòà Y (t, κ, γ) (2). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäî-áèòñÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 1 Íåïîëíûé ìîñò Y (t, κ, γ) (2) ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåíñëó÷àéíîìó ïðîöåññó Y(t, κ, γ):

Y (t, κ, γ) ∼ Y(t, κ, γ) := γ(1− κ)t +W(t, κ), (5)ãäå
W(t, κ) := (1− t + (1− κ)2t)W

(

t

1− t+ (1− κ)2t

)

. (6)4



Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1) â (2) ïîëó÷èì
Y (t, κ, γ) = γ(1− κ)t+ Ω(t, κ). (7)Çäåñü

Ω(t, κ) := W (t)− κtW (1).Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî ïðîöåññ Ω(t, κ) ãàóññîâ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîððå-ëÿöèåéE[Ω(t1, κ)Ω(t2, κ)] = (t1 ∧ t2)− [1− (1− κ)2]t1t2, 0 6 t1, t2 6 1. (8)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî ïîêàçàòü,÷òî ãàóññîâ ïðîöåññ W(t, κ) (6) òàêæå îáëàäàåò íóëåâûì ñðåäíèì è êîð-ðåëÿöèåé (8). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåïîëíûé ìîñò Y (t, κ, γ) (7) ñòî-õàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðîöåññó Y(t, κ, γ) (5). �Â äàëüíåéøåì, ïðè àíàëèçå ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ íåïîëíîãî ìî-ñòà Y (t, κ, γ) (7) áóäåì îïèðàòüñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòüïðîöåññîâ Y (t, κ, γ) è Y(t, κ, γ). Êàê áóäåò âèäíî íèæå, óäîáíåå âñåãî èñ-ñëåäîâàòü ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà Y(t, κ, γ), èñïîëüçóÿ çàìåíóïåðåìåííûõ
τ(t, κ) :=

(1− κ)2t

1− t+ (1− κ)2t
⇔ t(τ, κ) :=

τ

τ + (1− κ)2(1− τ)
.Äðóãèìè ñëîâàìè, ââåäåì åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

Z(τ, κ, γ) := Y(t(τ, κ), κ, γ). (9)Îïèðàÿñü íà ðàâåíñòâà (5), (6) è �ðàêòàëüíûå ñâîéñòâà âèíåðîâñêîãîïðîöåññà, ïåðåïèøåì ïðîöåññ Z(τ, κ, γ) â âèäå
Z(τ, κ, γ) =

1− κ

τ + (1− κ)2(1− τ)
[γτ +W (τ)] . (10)Íèæå ìû ïîëàãàåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè íî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,÷òî κ < 1.Êàê âèäíî èç îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (5), êîíñòðóêöèè (9) ñëó-÷àéíîãî ïðîöåññà Z(τ, κ, γ) è èç ðàâåíñòâà (10), ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèåíåðàâåíñòâà

ℓ < Y (t, κ, γ) < h, ⇔ ℓ < Y(t, κ, γ) < h, ⇔
a+ µτ < W (τ) < b+ ντ, t, τ ∈ (0, 1),

(11)5



ãäå
a = (1− κ)ℓ, b = (1− κ)h,

µ =
1− (1− κ)2

1− κ
ℓ− γ, ν =

1− (1− κ)2

1− κ
h− γ.

(12)Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà C (4). Îíàñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì íåïîëíîãî ìîñòà Y (t = 1, κ, γ) ðàâåíñòâîì
Y (1, κ, γ) = (1− κ)C.Â ñâîþ î÷åðåäü, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1) è èç (9), (10), ñëó÷àéíóþâåëè÷èíó Y (1, κ, γ) ìîæíî çàìåíèòü íà

Z(1, κ, γ) = (1− κ)[γ +W (1)].Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
W (1) = C − γ, (13)íà êîòîðîå ìû áóäåì îïèðàòüñÿ â ïîñëåäóþùåì àíàëèçå.3 Äè��óçèîííîå óðàâíåíèåÍàïîìíèì, îñíîâíàÿ öåëü ñòàòüè ñîñòîèò â âûâîäå àíàëèòè÷åñêîãîâûðàæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé Q(h, ℓ, c; κ, γ) ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí (H,L, C) (4). Ïîñëåäíÿÿ îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåçâåðîÿòíîñòü

f(h, ℓ, c; κ, γ)dc := Pr{C ∈ (c, c+ dc)∩ ℓ 6 Y (t, κ, γ) 6 h : t ∈ (0, 1)}. (14)À èìåííî
Q(h, ℓ, c; κ, γ) = −∂2f(h, ℓ, c; κ, γ)

∂h∂ℓ
, (15)ãäå ïåðåìåííûå (h, ℓ, c) óäîâëåòâîðÿþò î÷åâèäíûì ðàâåíñòâàì

h > h−, ℓ < ℓ+,
ℓ

1− κ
6 c 6

h

1− κ
,

h− = 0 ∨ (1− κ)c, ℓ+ = 0 ∧ (1− κ)c.

(16)Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (11), (13) è ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíò-íîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ Y (t, κ, γ), Y(t, κ, γ), ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ6



ïåðåìåííûõ (h, ℓ, c), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (16), âåðîÿòíîñòü(14) ðàâíà
ϕ(c− γ; 1, a, b, µ, ν)dcãäå
ϕ(ω; τ, a, b, µ, ν)dω :=

Pr{W (τ) ∈ (ω, ω + dω) ∩ a+ µτ ′ 6 W (τ ′) 6 b+ ντ ′ : τ ′ ∈ (0, τ)}.Ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé
f(h, ℓ, c; κ, γ) = ϕ(c− γ; 1, a, b, µ, ν). (17)Êàê èçâåñòíî, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ϕ(ω; τ, a, b, µ, ν), êîòîðóþ áó-äåì èíîãäà îáîçíà÷àòü êðàòêî � ϕ(ω; τ), ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ äè��ó-çèè

∂ϕ

∂τ
=

1

2

∂2ϕ

∂ω2
, (18)ñèíãóëÿðíîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

ϕ(ω; τ = 0) = δ(ω) (19)è íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
ϕ(ω = a + µτ ; τ) = 0, ϕ(ω = b+ ντ ; τ) = 0. (20)Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðåøèì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (18)�(20). Ýòî äàñò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñîâìåñòíîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé Q(h, ℓ, c; κ, γ) (15) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (H,L, C)(4), îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèå
Q(h, ℓ, c; κ, γ) = −∂2ϕ(c− γ; 1, a, b, µ, ν)

∂h∂ℓ
. (21)âûòåêàþùåå èç ðàâåíñòâ (17) è (15). Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàñëåäóåò âûðàçèòü, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (12), ïàðàìåòðû (a, b, µ, ν)÷åðåç (h, ℓ, κ, γ).4 �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (18)�(20)Â äàëüíåéøåì ìû âûðàçèì ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (18)�(20) ÷åðåç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè

∂ϕ

∂τ
=

1

2

∂2ϕ

∂ω2
, ϕ(ω; τ = 0) = ϕ(ω), τ > 0, ω ∈ (−∞,∞). (22)7



Íèæå íà÷àëüíûå �óíêöèè ϕ(ω) ïîëàãàþòñÿ òàêîâûìè, ÷òî ñóùåñòâóþòïîñòîÿííûå ̺ ∈ R è B < ∞, äåëàþùèå ñïðàâåäëèâûì íåðàâåíñòâî
|ϕ(ω)e̺ω| < B ∀ ω. (23)Òîãäà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèè

ϕ(ω; τ) =
1√
2πτ

∫

∞

−∞

ϕ(y) exp

(

−(ω − y)2

2τ

)

dy. (24)íåïðåðûâíû ïðè ëþáûõ τ > 0 è ω ∈ R, è óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷å Êîøè(22).Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íèæå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè ðåøåíèÿ ϕ(ω; τ)(24) çàäà÷è Êîøè (22). Ïåðâîå èç íèõ î÷åâèäíî:
ϕ(ω; τ) ↔ Aϕ(ω + a; τ), A, a ∈ R. (25)Çäåñü è íèæå ñèìâîë↔ îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äè��óçèè (18), òî åìó óäîâëåòâîðÿåò è ïðàâàÿ÷àñòü. Äðóãèå òðåáóåìûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè ñîäåðæàòñÿ â äîêàçûâàå-ìûõ íèæå ëåììàõ.Ëåììà 1 Ôóíêöèÿ ϕ(ω, τ) (24) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè

ϕ(ω; τ) ↔ Aϕ(2µτ − ω; τ) e2µ(µτ−ω). (26)Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (24), ïåðåïèøåì �óíêöèþèç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (26) â âèäå
ϕ(2µτ − ω; τ) e2µ(µτ−ω) =

1√
2πτ

∫

∞

−∞

ϕ(y) exp

(

−(2µτ − ω − y)2

2τ

)

dy e2µ(µτ−ω). (27)Òàê êàê
−(2µτ − ω − y)2

2τ
+ 2µ(µτ − ω) = −(ω + y)2

2τ
+ 2µy,òî, ñ ó÷åòîì (24) è (23), ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (27) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò,ïðè ëþáûõ ω ∈ R è τ > 0, óðàâíåíèþ äè��óçèè (18) è íà÷àëüíîìóóñëîâèþ

ϕ̃(ω) = ϕ(−ω) e2µω.Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (26) ñïðàâåäëèâî. �8



Ëåììà 2 Ïóñòü ϕ(ω) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè
ϕ(ω) = −ϕ(2a− ω) e2µ(a−ω). (28)Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ϕ(ω; τ) (24) óðàâíåíèÿ äè��óçèè (18)ðàâíî íóëþ âäîëü ïðÿìîé ω = a + µτ :
ϕ(a+ µτ ; τ) = 0, τ > 0.Äîêàçàòåëüñòâî: �àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

ϕ̃(ω; τ) = ϕ(2µτ + 2a− ω; τ) e2µ(µτ+a−ω), (29)ãäå ϕ(ω; τ) çàäàíà ðàâåíñòâîì (24), à ϕ(ω) îáëàäàåò ñèììåòðèåé (28).Òîãäà, êàê âèäíî èç (25), (26) è ïðåäûäóùåé ëåììû, ϕ̃(ω; τ) óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ äè��óçèè (18) è íåïðåðûâíà ïî ω ïðè ëþáîì τ > 0.Êðîìå òîãî, èç (29) è (28) ñëåäóåò ÷òî ϕ̃(ω; τ) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìóóñëîâèþ
ϕ̃(ω; τ = 0) = ϕ(2a− ω) e2µ(a−ω) = −ϕ(ω).Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ω ∈ R è τ > 0 ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî

ϕ̃(ω; τ) = −ϕ(ω; τ),â ðàçâåðíóòîé �îðìå èìåþùåå âèä
ϕ(ω; τ) = −ϕ(2µτ + 2a− ω; τ) e2µ(µτ+a−ω).Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ(ω; τ)

ϕ(a + µτ ; τ) = −ϕ(a + µτ ; τ) ⇒ ϕ(a+ µτ ; τ) = 0, ∀ τ > 0.×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ��ëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà ñ�îðìóëèðîâàí â òåîðåìå:Òåîðåìà 2 �åøåíèå óðàâíåíèÿ äè��óçèè (18), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-÷àëüíîìó è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (19), (20), ðàâíî
ϕ(ω; τ) =

∞
∑

m=−∞

e2(µ−ν)(b−a)m2+2(µb−νa)m ×
[

g0(ω + 2m(b− a); τ)− e2a(2(ν−µ)m−µ)g0(ω + 2m(b− a)− 2a; τ)
]

, (30)
g0(ω; τ) =

1√
2πτ

exp

(

−ω2

2τ

)

.9



Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé çàìåíèì íà÷àëüíîåóñëîâèå (19) áîëåå îáùèì
ϕ(ω; τ = 0) = ϕ(ω), ω ∈ (a, b). (31)Çàòåì ìû íàéäåì ðåøåíèå (30), ïîëîæèâ ϕ(ω) = δ(ω).Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ýêñòðàïîëÿöèè �óíêöèè ϕ(ω) âíå èí-òåðâàëà ω ∈ (a, b) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (22) ñýêñòðàïîëèðîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ϕ(ω; τ = 0) = ϕ(ω), ω ∈ (−∞,∞), (32)óäîâëåòâîðÿëî íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (20). Èíûìè ñëîâàìè, ðå-øåíèå äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ âäîëü ëèíèé ω = a + µτ , ω = b + ντ ,
τ > 0.Äëÿ óäîáñòâà ýêñòðàïîëÿöèè ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

ϕ0(ω) :=

{

ϕ(ω), ω ∈ (a, b),

0, ω /∈ (a, b),
(33)îïðåäåëåííóþ íà âñåé îñè ω ∈ R.Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äè��óçèè (18), äîïîë-íåííîå íà÷àëüíûì óñëîâèåì (32), óäîâëåòâîðÿåò îáîèì íóëåâûì ãðàíè÷-íûì óñëîâèÿì (20), åñëè ϕ(ω) îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè

ϕ(ω) = −ϕ(2a− ω) e2µ(a−ω), ϕ(ω) = −ϕ(2b− ω) e2ν(b−ω). (34)Â ñîâîêóïíîñòè îíè îçíà÷àþò, ÷òî ϕ(ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êâàçèïå-ðèîäè÷íîñòè
ϕ(ω) = ϕ(ω + 2∆) e2(ν−µ)(ω+b−a)+2(µb−νa) , ∆ = b− a, (35)ñ ïåðèîäîì 2∆. Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàëîñü ýêñòðàïîëèðîâàòü �óíêöèþ

ϕ(ω) èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (32) íà èíòåðâàë äëèíû ∆, ïðèìûêàþùèéñëåâà èëè ñïðàâà ê èíòåðâàëó ω ∈ (a, b). Îïèðàÿñü íà ïåðâîå èç ðàâåíñòâ(34) è íà îïðåäåëåíèå (33) �óíêöèè ϕ0(ω), ýêñòðàïîëèðóåì ϕ(ω) íà èí-òåðâàë ω ∈ (2a− b, b) äëèíîé 2∆:
ϕ(ω) = ϕ0(ω), ϕ0(ω) = ϕ0(ω)− ϕ0(2a− ω) e2µ(a−ω). (36)Îáðàòèì âíèìàíèå, íîâàÿ �óíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì íà÷àëüíûìóñëîâèåì (31) â èíòåðâàëå ω ∈ (a, b), à âíå èíòåðâàëà ω ∈ (2a − b, b)äëèíîé 2∆ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.10



Óñëîâèå êâàçèïåðèîäè÷íîñòè (35) âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì (36) äàåò îêîí-÷àòåëüíóþ êîíñòðóêöèþ èíòåðïîëèðîâàííîé íà âñþ îñü ω �óíêöèè ϕ(ω):
ϕ(ω) =

∞
∑

m=−∞

ϕm(ω), ω ∈ (−∞,∞). (37)Çäåñü ϕm(ω) íàõîäèòñÿ m�êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà êâàçèïåðèî-äè÷íîñòè (35):
ϕm(ω) = ϕ0(ω + 2(b− a)m) e2(ν−µ)(ω+m(b−a))m+2(µb−νa)m . (38)Ïîäñòàâèâ ϕ(ω) (37), (38) â (24), ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå ñìåøàííîéêðàåâîé çàäà÷è (18), (19), (20). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ϕ0(ω) = δ(ω) èìååì

ϕ0(ω) ⇒ ϕ0(ω) = δ(ω)− e−2µa δ(ω − 2a),÷òî ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ (30). �5 Ñòàòèñòèêà ýêñòðåìóìîâ íåïîëíîãî ìîñòàÎïèðàÿñü íà �îðìóëû (30) è (17), íàéäåì �óíêöèþ f(h, ℓ, c; κ, γ):
f(h, ℓ, c; κ, γ) = g0(c− γ)×

∞
∑

m=−∞

e−2(h−ℓ)2m2
−2m(h−ℓ)(1−κ)c

[

1− e4(h−ℓ)ℓm−2ℓ(ℓ−(1−κ)c)
]

, (39)
g0(c) =

1√
2π

exp

(

−c2

2

)

.Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäñòàâèâ f(h, ℓ, c; κ, γ) â (15), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñ-ëåíèé ïîëó÷èì èñêîìóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé
Q(h, ℓ, c; κ, γ) = g0(c− γ)R(h, ℓ; κ|c), (40)ãäå

R(h, ℓ; κ|c) =
∞
∑

m=−∞

m
[

mD(m(h− ℓ), (1− κ)c) + (1−m)D(m(h− ℓ) + ℓ, (1− κ)c)
] (41)

D(h, c) := 4[(c− 2h)2 − 1]e2h(c−h).Âõîäÿùàÿ â (40) �óíêöèÿ R(h, ℓ; κ|c) èìååò ÿñíûé âåðîÿòíîñòíûéñìûñë. Ýòî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ýêñòðåìàëüíûõ âåëè÷èí H11



è L (4), ïðè óñëîâèè ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà C ðàâíà çàäàííîé âåëè÷èíå
c. Îòìåòèì íåêîòîðûå åå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè. Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
κ óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé R(h, ℓ; κ|c) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðàñíîñà γ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫

∞

h
−

dh

∫ ℓ+

−∞

dℓ R(h, ℓ; κ|c) = 1.Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå κ = 1, òî åñòü äëÿ ñëó÷àÿ (ïîëíîãî) ìîñòà Y (t)(3), óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé R(h, ℓ; κ|c) (41) ïåðåñòàåò çàâèñåòüîò c. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì õîðîøî èçâåñòíîãî �àêòà, ÷òî ìîñò
Y (t) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà C ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Ñîîòâåòñòâåí-íî, (áåçóñëîâíàÿ) ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé R(h, ℓ) ýêñòðåìó-ìîâ H è L ìîñòà Y (t) (3) ðàâíà

R(h, ℓ) =
∞
∑

m=−∞

m
[

mD(m(h− ℓ)) + (1−m)D(m(h− ℓ) + ℓ)
]

, (42)
D(h) := 4(4h2 − 1)e−2h2

.Íàïîìíèì åùå, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé R(h) ñóïðå-ìóìà H ìîñòà Y (t) ðàâíà
R(h) = 4he−2h2

, h > 0. (43)Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ýòó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïî÷ëåííûì èíòåãðè-ðîâàíèåì ðÿäà (42) ïî âñåì ℓ ∈ (−∞, 0) è ïîñëåäóþùåé òðèâèàëüíîéïåðåãðóïïèðîâêîé ñëàãàåìûõ.Ïðèâåäåì åùå êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè ρ ñóïðåìóìà H è èí�èìóìà
L â ñëó÷àå ìîñòà Y (t) (3). Èç (42), (43) è èç àíàëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿäëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èí�èìóìà L èìååì

〈H〉 = −〈L〉 =
√

π

8
, 〈H2〉 = 〈L2〉 = 1

2
, 〈HL〉 = 6− π2

12
⇒ ρ ≃ 0.655.Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå κ = 0, �óíêöèÿ (40) ñòàíîâèòñÿ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòåé

Q(h, ℓ, c; γ) := Q(h, ℓ, c; κ = 0, γ)ýêñòðåìóìîâ H , L è ïîñëåäíåãî çíà÷åíèÿ C = X(1, γ) âèíåðîâñêîãî ïðî-öåññà ñî ñíîñîì X(t, γ) (1). Îíà ðàâíà
Q(h, ℓ, c; γ) = g0(c− γ)×

∞
∑

m=−∞

m
[

mD(m(h− ℓ), c) + (1−m)D(m(h− ℓ) + ℓ, c)
]

. (44)12



Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü åùå äâóêðàòíûì äè��åðåíöèðî-âàíèåì ðàâåíñòâà 2.1.15.8 (ñòð. 271) èç ìîíîãðà�èè [2℄.6 ÁëàãîäàðíîñòèÂ íàó÷íîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå âû-ïîëíåíèÿ ïðîåêòà ¹2013-14, âûïîëíåííîãî â ðàìêàõ ãðàíòà �àêóëüòåòàýêîíîìèêè ÍÈÓ ÂØÝ-Íèæíèé Íîâãîðîä â 2013 ãîäó.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ I.I. Gikhman, A.V. Skorokhod. The Theory of Sto
hasti
 Pro
esses II.Series: Classi
s in Mathemati
s 218. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg& New York, 1975.[2℄ A.N. Borodin, P. Salminen. Handbook of Brownian Motion � Fa
tsand Formulae. Se
ond Edition, Birkh�auser-Verlag, Basel Boston Berlin,2002.[3℄ M. Jeanblan
, M. Yor, M. Chesney. Mathemati
al Methods for Finan
ialMarkets. Springer-Verlag, Dordre
ht Heidelberg London & New York,2009.[4℄ A. Sai
hev, Y. Malevergne, D. Sornette. Theory of Zipf's Law andBeyond. Le
ture Notes in E
onomi
s and Mathemati
al Systems 632.Springer Verlag, Dordre
ht Heidelberg London & New York, 2010.[5℄ W. Feller. Annals of Mathemati
al Statisti
s, 22, 427, 1951.[6℄ M.B. Garman, M.T. Klass. The Journal of Business, 53, 67, 1980.[7℄ L.C.G. Rogers, S.E. Sat
hell. The Annals of Applied Probability, 1, 4,504, 1991.[8℄ M. Martens, D. van Dijk. Journal of E
onometri
s, 138, 181, 2007.
13


