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Заполните максимум клеток правильными ответами в таблице про все виды основных шахматных фигур (ладья, король, конь, слон, ферзь) в задаче типа «оценка +пример» со следующей общей формулировкой:

«Какое наибольшее количество … можно расставить на шахматной доске так, чтобы каждый(ая) … бил(а)  … других …?» 

Например, «Какое наибольшее количество ладей  можно расставить на шахматной доске так, чтобы каждая ладья била ровно 1 ладью?», «Какое наибольшее количество королей  можно расставить на шахматной доске так, чтобы каждый король бил не более одного (менее двух)  других королей?»,  «Какое наибольшее количество коней  можно расставить на шахматной доске так, чтобы кони друг друга не били (били ровно 0 других коней)?». 

И постарайтесь доказать оценку в этих задачах какими-нибудь из методов (площади, разбиение на части, рядов, стенок, узлов, якорей, принцип крайнего, раскраски). Примеры задач с решениями на эти методы: 
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1. На какое наибольшее количество прямоугольников можно по линиям сетки разрезать квадрат 6(6 так, чтобы среди них не было одинаковых прямоугольников? Приведите ответ и пример разрезания. (8 прямоугольников. Если бы было не менее 9 различных прямоугольников, то их суммарная площадь была бы не менее 1+2+3+4+4+5+6+6+8=39, т.к. минимальные по площади 9 прямоугольников, умещающихся в квадрате 6(6,  - 1(1, 1(2, 1(3, 1(4, 2(2, 1(5, 1(6, 2(3, 2(4. На рисунке пример разрезания на 8 различных прямоугольников.)

2. Какое наименьшее количество выстрелов надо сделать одновременно по клеткам поля 10(10, чтобы гарантированно попасть в неизвестно где находящийся корабль 1(3? (33 выстрела. Пример: Раскрасим поле диагональной трёхцветной раскраской и выстрелим по 33 клеткам третьего цвета. Тогда мы гарантированно попадём в корабль, т.к. он содержит всегда по одной клетке каждого цвета, т.е. всегда содержит клетку третьего цвета, значит, мы в него гарантированно попадём. Доказательство оценки: Разобьём доску на 33 триминошки 1(3 и одну отдельную клетку, например, разбив прямоугольник 9(10 на 30 триминошек и ещё одну вертикаль 10(1 на 3 триминошки. Каждая из этих эон могла быть кораблём, значит, в каждую из них надо выстрелить, т.е. нам надо не менее 33 выстрелов.)
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3. Хромая ладья бьёт только по горизонтали и вертикали не далее, чем на 3 клетки. Какое наибольшее количество не бьющих друг друга хромых ладей можно поставить на шахматную доску? (16 хромых ладей (см.рис. 1).  Разобьём доску на 16 прямоугольников 1(4 (см. рис.2). В каждом таком прямоугольнике не более одной хромой ладьи, значит, хромых ладей, не бьющих друг друга, не более 16.)
[image: image4.png]puc.2




4. На каком наименьшем квадратном клетчатом поле можно расставить полный комплект кораблей для игры в «морской бой» (1 корабль 1(4, 2 корабля 1(3, 3 корабля 1(2 и 4 корабля 1(1)? Корабли не могут соприкасаться между собой ни сторонами, ни вершинами. (Ответ: 7(7. Пример расстановки для доски 7(7 на рис. Доказательство оценки: 1-й способ: Корабль 1(4 содержит ровно 10 узлов клетчатой решётки, корабль 1(3 ( 8 узлов, 1(2 ( 6 узлов, 1(1 ( 4 узла, тогда для всех кораблей надо не менее 10+2(8+3(6+4(4=60 узлов, значит, узлы должны образовывать решётку размера не менее чем 8(8, т.е. клетчатая доска должна быть размера не менее 7(7. 2-й способ: Предположим, что нам удалось разместить корабли на меньшем поле, значит, мы сможем их разместить и на поле 6(6. Разобьём поле 6(6 на 9 квадратов 2(2. В каждом таком квадрате могут находиться максимум две клетки кораблей, иначе корабли будут касаться друг друга сторонами. Значит, на поле может быть не более 9(2=18 клеток всех кораблей. А всего корабли вместе содержат 4+2(3+3(2+4(1=20>18 клеток. Противоречие. Значит, разместить корабли можно только на поле размера не меньше 7(7. А на этом поле их можно разместить даже без соприкосновения – см. рис.)
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5. Король обошёл все поля шахматной доски, побывав на каждом поле по одному разу. Когда соединили центры полей, по которым он последовательно проходил, получилась ломаная без самопересечений. Какое наибольшее число диагональных ходов мог сделать король? (49 ходов. Каждый диагональный ход проходит через свой внутренний узел клетчатой решётки, при этом через каждый такой узел, которых всего 7∙7=49, проходит не более одного хода в силу отсутствия самопересечений. Значит, всего не более 49 диагональных ходов. Пример на 49 ходов – см. рис.)
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6. На каком наибольшем квадратном клетчатом поле можно расставить полный комплект кораблей для игры в «морской бой» (1 корабль 1(4, 2 корабля 1(3, 3 корабля 1(2 и 4 корабля 1(1) так, чтобы в каждой вертикали и каждой горизонтали хотя бы одна клетка была занята? Корабли соприкасаться между собой не могут.  (15(15. Корабль 1(4 располагается ровно в 5 рядах (4 ( одного направления и 1 ( другого направления), корабль 1(3 располагается в 4 рядах, 1(2 ( в 3 рядах, 1(1 – в 2 рядах, значит, все корабли могут располагаться максимум в 5+2(4+3(3+4(2=30 рядах (двух направлений), т.е. размер доски не больше 30/2=15. Пример расстановки для доски 15(15 на рис.)
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7. Какое наибольшее число ферзей можно расставить на доске 6(6 так, чтобы каждый ферзь бил ровно одного ферзя? Приведите ответ и пример. (8 ферзей – см. расстановку методом «пропеллера». Доказательство оценки методом рядов: Ферзи разбиваются на пары, каждая из которых находится хотя бы в трёх различных рядах (строках и столбцах) из 12 возможных. Тогда всего не более 12:3=4 пар ферзей, т.е. всего не более 2(4=8 ферзей. Доказательство оценки методом стенок: каждый ферзь бьёт хотя бы 3 своих стенки из 4(6=24 возможных, значит, ферзей не более 24:3=8.)
[image: image8.png]


8. На шахматную доску поставили 4 короля, не бьющих друг друга. Какое наибольшее количество королей ещё можно гарантированно поставить на доску так, чтобы все поставленные короли не били друг друга? (7 королей. Приведём контрпример, когда более 7 дополнительных королей поставить нельзя. Поставим королей на клетки b2, b5, e2  и e5 (см. рис.1), тогда они побьют зону в виде квадрата 6(6, за пределами которой оставшиеся доступные для других королей поля разбиваются только на 7 квадратов 2(2, в каждый из которых можно поставить не более 1 короля. Значит, на доску можно будет дополнительно поставить не более 7 королей. Докажем теперь, что при любой начальной расстановке 4 королей на доску всегда можно поставить ещё хотя бы 7 королей. Заметим, что каждый из 4 поставленных королей сделал запретными для постановки других королей не более 9 клеток в виде квадрата 3(3 вокруг себя. Значит, 4 короля делают запретными не более 4(9=36 клеток, и не менее 64(36=28 клеток являются доступными для постановки дополнительных королей. Раскрасим всё поле в четыре цвета квадратами 2(2 (см. рис. 2). Тогда по принципу Дирихле из 28 доступных клеток не менее 7 будут одного из цветов. Поставим королей на все доступные клетки этого цвета. Эти поставленные короли (не менее 7 штук) вместе с 4-мя уже стоящими образуют набор королей, не бьющих друга.)
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9. В белом квадрате 8(8 поочерёдно закрашиваются в чёрный цвет клетки, у которых до покраски было не более одной чёрной вершины. Какое наибольшее количество клеток можно закрасить таким образом? Приведите ответ и пример, указав порядок закраски клеток. (26 клеток, см. рис. На первом шаге мы закрашиваем 4 белых узла клетчатой решётки, а на каждом следующем – не более 3. Значит, всего закрасим не более [1+(81–4):3]=26 клеток, т.к. на доске 81=9∙9 узлов.)
10. При каком наибольшем n на шахматной доске можно расставить несколько ферзей так, чтобы каждый бил не менее n других? Приведите ответ и пример. (n=4. См. рис. Рассмотрим самую верхнюю строку, на которой стоят ферзи, и выберем на ней самого правого ферзя. Он не может бить никого по четырём из восьми возможных направлений (вверх, вправо, вправо-вверх, влево-вверх). Значит, n≤4.)
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11. Любитель игры «Морской бой» Вася однажды решил поиграть на треугольном поле. Для этого он равносторонний треугольник со стороной 9 разбил на 81 равный треугольник отрезками, параллельными сторонам. Какое наибольшее количество двухпалубных (ромб из 2 маленьких треугольничков) несоприкасающихся между собой кораблей можно разместить на таком поле? (10 кораблей. Отметим на доске 10 узлов-«якорей» (см. рисунок). Тогда каждый двухпалубный корабль задевает один из этих 10 якорей, значит, можно разместить не более 10 кораблей. Пример на 10 кораблей ( см. рисунок.)

12. Какое наибольшее количество ферзей можно разместить на шахматной доске так, чтобы каждый ферзь бил не более четырёх других ферзей? (22 ферзя – см.рис.2. [image: image12.png]


Ферзь бьёт 8 направлений (4 стенки и 4 граничных узла), при этом всего существуют 92 направления – 32 стенки, 4 угловых узла и по 2 направления на 28 граничных неугловых узла. У ферзя перекрыты другими ферзями максимум 4 из 8 направлений, значит, каждый ферзь имеет не менее 4 своих направлений из 92 возможных. Следовательно, всего не более [92:4]=23 ферзей. Если бы было ровно 23 ферзя, то не осталось бы свободных направлений и каждый ферзь бил бы ровно 4 направления. Но тогда обязательно занята каждая угловая клетка, иначе окажутся свободными оба направления на граничные неугловые узлы из угловой клетки (см. рис.1).  Тогда ферзь в угловой клетке бьёт максимум трёх ферзей и для него свободными будут уже не менее 5 направлений (2 ( на стенки и 3 ( на граничные узлы своей клетки) – противоречие. Значит, ферзей не более 22.)
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13. На поле 12(12 неизвестным образом размещён корабль-авианосец в виде L-тетрамино. Какое наименьшее количество выстрелов одновременно можно сделать так, чтобы гарантированно попасть в корабль? Приведите ответ и пример. (48 выстрелов по клеткам одного цвета при диагональной раскраске в три цвета (см. рис. 2), т.к. в каждом L-тетрамино есть прямоугольник 1(3, содержащий по одной клетке каждого цвета. Разобьём поле на 24 горизонтальных прямоугольника 2(3 (см. рис. 1), в каждом таком прямоугольнике должно быть хотя бы два выстрела, иначе там может располагаться L-тетрамино, в котором не попали. Значит, надо не менее 24∙2=48 выстрелов. Комментарий:  классические идеи доказательства оценки методом разбиения на части и диагональная раскраска в три цвета.)
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