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Аннотация. В работе рассматривается применение метода Оревкова, основанного на теории 
узлов и зацеплений, к классификации вещественных алгебраических кривых, распадающихся 
в произведение двух неособых кривых, при выполнении некоторых условий максимальности 
и общего положения. В частности, рассматриваются распадающиеся кривые 7-й и 8-й степени. 
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Задача топологической классификации вещественных алгебраических кривых берёт 
своё начало фактически у истоков математики, а особую известность и современную форму-
лировку приобрела после включения Давидом Гильбертом в его известный список математи-
ческих проблем под номером 16. Тогда, в 1900 году, Гильберт, столкнувшись, с первым не-
тривиальным случаем, кривыми степени 6, поставил задачу классификации кривых шестой 
степени, которая была решена лишь спустя 69 лет Дмитрием Андреевичем Гудковым (см. [2]). 
Сейчас известна классификации кривых седьмой степени, а для кривых восьмой степени есть 
открытые вопросы. После решения 16 проблемы Гильберта к этой теме резко возрос интерес 
и появился ряд сопутствующих ей задач, одна из которых была сформулирована Гудковым 
как топологическая классификация вещественных алгебраических кривых, распадающихся в 
произведение двух неособых кривых, при некоторых естественных условиях максимальности 
и общего положения кривых сомножителей. На данный момент известна классификации рас-
падающихся кривых до 6 степени включительно, есть открытые вопросы для кривых степени 
7. 

Определение 1. Плоской вещественной проективной алгебраической кривой 𝐶𝐶𝑚𝑚 сте-
пени m называется однородный многочлен 𝐶𝐶𝑚𝑚(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) степени m с вещественными коэф-
фициентами от трёх переменных 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, рассматриваемый с точностью до ненулевого по-
стоянного множителя. 

Определение 2.  Множество 𝑅𝑅𝐶𝐶𝑚𝑚 (𝐶𝐶𝐶𝐶𝑚𝑚) точек 𝑥𝑥0: 𝑥𝑥1: 𝑥𝑥2((𝑧𝑧0: 𝑧𝑧1: 𝑧𝑧2)) вещественной (ком-
плексной)  проективной плоскости 𝑅𝑅𝑃𝑃2 (𝐶𝐶𝑃𝑃2), удовлетворяющих уравнению 𝐶𝐶𝑚𝑚(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) =
0, называется множеством вещественных (соответственно, комплексных) точек кривой 𝐶𝐶𝑚𝑚. 

Определение 3. Кривая 𝐶𝐶𝑚𝑚 называется неособой, если первые частные производные 
многочлена 𝐶𝐶𝑚𝑚(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) по переменным 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 не обращаются одновременно в нуль (в 
𝐶𝐶𝑃𝑃2). 

Теорема (Харнак, 1876). Пусть N – число компонент связности 𝑅𝑅𝐶𝐶𝑚𝑚. Тогда 𝑁𝑁 ≤
(𝑚𝑚−1)(𝑚𝑚−2)

2
+ 1, причём эта оценка точна для любого m. 

Кривые с максимально возможным по теореме Харнака числом ветвей называются М-
кривыми. 

Будем считать, что для рассматриваемых распадающихся кривых 𝐶𝐶𝑚𝑚 выполняются 
следующие условия: 
1. 𝐶𝐶𝑚𝑚 = 𝐶𝐶𝑚𝑚−𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘, 
2. 𝐶𝐶𝑚𝑚−𝑘𝑘 и  𝐶𝐶𝑘𝑘 являются М-кривыми, 
3. 𝐶𝐶𝑚𝑚−𝑘𝑘и 𝐶𝐶𝑘𝑘 пересекаются в (𝑚𝑚 − 𝑘𝑘) · 𝑘𝑘 действительных точках без касания, 
4. все точки пересечения лежат на одной ветви кривой 𝐶𝐶𝑚𝑚−𝑘𝑘 и на одной ветви кривой 𝐶𝐶𝑘𝑘, 
5. точки пересечения лежат на пересекающихся ветвях в одном порядке. 

Задача топологической классификации распадающихся кривых степени m обычно фор-
мулируется как топологическая классификация троек (𝑅𝑅𝑃𝑃2,𝑅𝑅𝐶𝐶𝑚𝑚,𝑅𝑅𝐶𝐶𝑘𝑘), где 𝐶𝐶𝑚𝑚(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) =
 𝐶𝐶𝑘𝑘(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) · 𝐶𝐶𝑚𝑚−𝑘𝑘(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 

Для того, чтобы применить метод Оревкова (подробнее см. [5], [6]), нужно выбрать 
схемы, для которых существует максимальный пучок, то есть в 𝑅𝑅𝑃𝑃2 есть точка, такая, что лю-
бая прямая пучка прямых с центром в этой точке пересекает исследуемую схему кривой сте-
пени m не менее чем в 𝑚𝑚 − 2 точках, и существует прямая, пересекающая схему в m точках. 
Идея метода заключается в том, чтобы сначала получить для кривой 𝐶𝐶𝑚𝑚 соответствующую ей 



косу, рассматривая в комплексной проективной плоскости 𝐶𝐶𝑃𝑃2 взаимное расположение пучка 
комплексных прямых 𝐶𝐶𝐿𝐿𝑝𝑝 с центром в точке p относительно 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑚𝑚 и устраняя двойные точки 
множества 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑚𝑚 ⋂ 𝐶𝐶𝑙𝑙𝑝𝑝. А затем использовать известный факт (см. [4]), что если схема реали-
зуется вещественной алгебраической кривой, то соответствующая коса квазиположительна. 
Неравенство Мурасуги-Тристрама и условие Фокса-Милнора – необходимые условия квази-
положительности косы. Поэтому, если хотя бы одно из них не выполняется, то схема не реа-
лизуется вещественной алгебраической кривой. 

В нашей работе метод Оревкова применялся к распадающимся кривым степени 7 и 8. 
Среди распадающихся кривых степени 7 рассматривались взаимные расположения двух коник 
и кубики, такие, что коники пересекаются друг с другом в четырёх точках, а нечётная ветвь 
кубики пересекает каждую из коник в шести точках. Метод Оревкова применялся для 19 схем, 
вопрос реализуемости которых кривыми рассматриваемого класса оставался открытым. 11 из 
них удалось запретить этим методом. Также рассматривались распадающиеся кривые степени 
8 с сомножителями степеней 2 и 6. Было доказано, что из 250 допустимых расположений, 230 
не реализуются вещественными алгебраическими кривыми рассматриваемого класса. Из-
вестно, что 6 из оставшихся схем реализуются методом Гильберта (см. [1]). Для остальных 14 
схем вопрос о реализуемости вещественными алгебраическими кривыми указанного вида 
остаётся открытым. 
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