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Îêðóæíîñòü è äâóìåðíûé òîð

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü S1 êàê ôàêòîð-ãðóïïó ãðóïïû R1 ïî ãðóïïå
Z : S1 = R1/Z ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p1 : R1 → S1 è äâóìåðíûé
òîð T2 êàê ôàêòîð-ãðóïïó ãðóïïû R2 ïî öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêå
Γ = Z⊕ Z : T2 = R2/Γ ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p2 : R2 → T2.
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Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà

Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
� öåëî÷èñëåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî

ïîðÿäêà è detA = ±1.
Òîãäà îíà èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå Â : T2 → T2, çàäàííîå ôîðìóëîé

Â :

{
x = ax + by (mod 1)

y = cx + dy (mod 1)
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî

òîðà.

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A íå ðàâíû ïî ìîäóëþ
åäèíèöå, òî àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àâòîìîðôèçì Â áóäåì íàçûâàòü
íåãèïåðáîëè÷åñêèì.
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Ïåðèîäè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà

Îïðåäåëåíèå

Àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
n ∈ N, ÷òî Ân = id . Íàèìåíüøåå èç òàêèõ n íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì Â.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ

àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ñëåäóåò:

Óòâåðæäåíèå.

Êàæäûé êëàññ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà çàäàí â òî÷íîñòè
îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A1(m) =

(
1 m
0 1

)
,A2(m) =

(
−1 m
0 −1

)
(m ∈ {0, 1, 2, . . . });

A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
,A6 =

(
0 1
−1 −1

)
,A7 =

(
0 −1
1 1

)
.

1. S.Batterson. The dynamics of Morse-Smale di�eomorphisms on the torus. Transactions
of the American Mathematical Society, Vol. 256 (Dec., 1979), pp. 395-403
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ

àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà

Ñëåäñòâèå.

Ñóùåñòâóåò 6 êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà, êàæäûé èç
êîòîðûõ çàäàí â òî÷íîñòè îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A2(0) =

(
−1 0
0 −1

)
,A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
,A6 =

(
0 1
−1 −1

)
,A7 =

(
0 −1
1 1

)
.

Ìàòðèöû A2(0),A5,A6,A7 èíäóöèðóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà ïåðèîäà 2, 4, 3 è 6 ñîîòâåòñòâåííî,
à ìàòðèöû A3,A4 èíäóöèðóþò íå ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà ïåðèîäà 2.
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Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn, çàäàííûé íà ãëàäêîì çàìêíóòîì
(êîìïàêòíîì áåç êðàÿ) ñâÿçíîì îðèåíòèðóåìîì n-ìíîãîîáðàçèè,
(n ≥ 1), Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè

1 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî;

2 ìíîãîîáðàçèÿ W s
p , W

u
q ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî äëÿ ëþáûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q.

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

σ1
∩W u

σ2
6= ∅ äëÿ

ðàçëè÷íûõ òî÷åê σ1,σ2 ∈ Ωf ñëåäóåò, ÷òî dimW u
σ1
< dimW u

σ2
.

Óòâåðæäåíèå

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : M2 → M2, ãäå M2 � çàìêíóòàÿ
îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè
óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ
òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Äèôôåîìîðôèçì Mz

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì Mz : R1 → R1, êîòîðûé çàâèñèò îò
åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà ε ∈ (−1, 1) è íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
(k; k + 1], k ∈ Z, çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:

Mz : z = k +
1

2
+

1

π
arctg

(
1− ε
1 + ε

tg

(
π

(
z − 1

2

)))
.
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Îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà íà îêðóæíîñòè

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Mz,p1 : S1 → S1, çàäàííîå ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

Mz,p1 = p1(Mz(p−11 (z))),

ãäå ïîä p−11 (z) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè z .

Îòîáðàæåíèå Mz,p1 ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì Ì¼áèóñà íà
îêðóæíîñòè.
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Îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà íà äâóìåðíîì òîðå

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî òîðà, çàäàííîå ôîðìóëîé:

Mε,χ2 =

(
Mx,χ1 0

0 My ,χ1

)
êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì Ì¼áèóñà íà äâóìåðíîì òîðå,
ãäå ε ∈ (−1, 1).

Ïðè ε = 0 îòîáðàæåíèå Mε,p2 òîæäåñòâåííî. Ïðè ε 6= 0 îòîáðàæåíèå
Mε,p2 ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç 4-õ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê: ñòîêà, èñòî÷íèêà è 2-õ ñ¼äåë. Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Mε,χ2 íà èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñîõðàíÿåò åãî îðèåíòàöèþ. Èç ðàáîòû [2]
ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Mε,χ2 ïðè ε 6= 0 âêëþ÷àåòñÿ â
òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê.

2. J. Palis, Topology, 8:4 (1969), 385�404. 10 / 35



Ôàçîâûé ïîðòðåò ïîòîêà, â êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ

îòîáðàæåíèå Ì¼áèóñà íà äâóìåðíîì òîðå ïðè

ε ∈ (−1, 0)
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü fε,A = Mε,p2 ◦ Â, ãäå Mε,p2 ââåä¼ííîå ðàíåå îòîáðàæåíèå

Ì¼áèóñà íà äâóìåðíîì òîðå, à Â íåêîòîðûé àëãåáðàè÷åñêèé
àâòîìîðôèçì.

Òåîðåìà 1

Îòîáðàæåíèå fε,A, ãäå

A ∈ {A2(0) =

(
−1 0
0 −1

)
,A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A5 =

(
0 1
−1 0

)
}, ïðè

ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé
äèôôåîìîðôèçì.

Òåîðåìà 2

Îòîáðàæåíèå fε,A, ãäå A ∈ {A1(m) =

(
1 m
0 1

)
,m = 2n (n ∈ N)}, ïðè

ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåîìîðôèçì
Ìîðñà-Ñìåéëà, áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå Â2(0), èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé A2(0) =

(
−1 0
0 −1

)
,

ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî
òîðà ïåðèîäà 2.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Â2(0) ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 4 íåïîäâèæíûå òî÷êè
(p2( 1

2 ,
1
2 ), p2(0, 0), p2(0, 12 ) è p2( 1

2 , 0)), êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ
íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà íà òîðå Mε,p2 . Íà
ïëîñêîñòè â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè [0, 1]× [0, 1] îòîáðàæåíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò íà π ðàäèàí îòíîñèòåëüíî òî÷êè ( 1

2 ; 1
2 ).
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå fε,A2(0) = Mε,p2 ◦ Â2(0) äâóìåðíîãî òîðà ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê
âîçìóùàåìîãî àâòîìîðôèçìà.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå Â5, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé A5 =

(
0 1
−1 0

)
,

ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî
òîðà ïåðèîäà 4.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Â5 ìíîæåñòâî òî÷åê òîðà, ïåðèîä êîòîðûõ ìåíüøå
4, ñîñòîèò èç 4-õ òî÷åê, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íåáëóæäàþùèì
ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ Ì¼áèóñà íà òîðå Mε,p2 . Ïðè ýòîì òî÷êè
p2( 1

2 ,
1
2 ) è p2(0, 0) ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè, òî÷êè p2(0, 12 ) è p2( 1

2 , 0)
îáðàçóþò îðáèòó ïåðèîäà 2. Íà ïëîñêîñòè â ôóíäàìåíòàëüíîé
îáëàñòè [0, 1]× [0, 1] îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò íà π

2
ðàäèàí îòíîñèòåëüíî òî÷êè ( 1

2 ; 1
2 ).
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå fε,A5 = Mε,p2 ◦ Â5 äâóìåðíîãî òîðà ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê ïåðèîäà,
ìåíüøåãî ïåðèîäà âîçìóùàåìîãî àâòîìîðôèçìà. Ïðè ýòîì ïðè
âîçìóùåíèè îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñòîêîì, äðóãàÿ
èñòî÷íèêîì, à îðáèòà ïåðèîäà 2 ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé îðáèòîé
ïåðèîäà 2.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå Â3, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé A3 =

(
1 0
0 −1

)
,

ÿâëÿåòñÿ íå ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî
òîðà ïåðèîäà 2.
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Â3 ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò
äâå ïàðàëëåëè òîðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ïðÿìûõ y = 0 è
y = 1

2 îòíîñèòåëüíî p2. Íà ïëîñêîñòè â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè
[0, 1]× [0, 1] àâòîìîðôèçì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè y = 1

2 .
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Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îòîáðàæåíèå fε,A3 = Mε,p2 ◦ Â3 äâóìåðíîãî òîðà ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì, íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðîãî (p2( 1

2 ,
1
2 ), p2(0, 0), p2(0, 12 ) è p2( 1

2 , 0)) âêëþ÷åíî â
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê âîçìóùàåìîãî àâòîìîðôèçìà.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 2

Îòîáðàæåíèå fε,A, ãäå A ∈ {A1(m) =

(
1 m
0 1

)
,m = 2n (n ∈ N)}, ïðè

ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåîìîðôèçì
Ìîðñà-Ñìåéëà, áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåíèå fε,A1(m) íåãèïåðáîëè÷åñêîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà, èíäóöèðîâàííîãî

ìàòðèöåé A1(m) =

(
1 m
0 1

)
ïðè m = 2l (l ∈ N) è −1 < ε < 0.

Êàæäàÿ ïàðàëëåëü òîðà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Â1(m). Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Â1(m)
íà êàæäóþ ïàðàëëåëü òîðà äåéñòâóåò êàê ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë
α íà îêðóæíîñòè.
Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü fε âìåñòî fε,A1(m) è A
âìåñòî A1(m).
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 1.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fε êîíå÷íî, ãèïåðáîëè÷íî è ñîñòîèò èç
4-õ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: 1 ñòîêîâàÿ � p2( 1

2 ,
1
2 ), 1 èñòî÷íèêîâàÿ �

p2(0, 0), è 2 ñåäëîâûå � p2(0, 12 ) è p2( 1
2 , 0).
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 2.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êè p2(0, 12 ) ðàññìîòðèì òàêîå
íàêðûâàþùåå äëÿ fε îòîáðàæåíèå gε â îáëàñòè R× [0, 1], ÷òî òî÷êè
âèäà (k, 12 ) (k ∈ Z) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
äèôôåîìîðôèçìà gε, à òî÷êè âèäà (k + 1

2 ,
1
2 ) (k ∈ Z) ÿâëÿþòñÿ

èñòî÷íèêîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äèôôåîìîðôèçìà gε.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0, 12 ) è îáîçíà÷èì å¼
÷åðåç σ̄1.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Àäàìàðà-Ïåððîíà, ìîæíî ðàññìîòðåòü ëîêàëüíîå
ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè σ̄1 â
íåêîòîðîé ìàëîé å¼ îêðåñòíîñòè. Çíàÿ äåéñòâèå íàêðûâàþùåãî
îòîáðàæåíèÿ gε, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà
σ̄1 èä¼ò èç èñòî÷íèêîâ.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Âûáåðåì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèå
òî÷êè σ̄1. Ðàññìàòðèâàÿ èòåðàöèè ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè,
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ñåäëà σ̄1 âûãëÿäèò êàê ãðàôèê íåêîòîðîé ñòðîãî
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè òàêîé, ÷òî ïðè x → +∞ y → 1, à ïðè
x → −∞ y → 0.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 3.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé òî÷êè p2( 1

2 ,
1
2 ) ðàññìîòðèì òàêîå

íàêðûâàþùåå äëÿ fε îòîáðàæåíèå hε â îáëàñòè R× [0, 1], ÷òî òî÷êè
âèäà (k + 1

2 , 0) (k ∈ Z) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
äèôôåîìîðôèçìà hε, à òî÷êè âèäà (k , 0) (k ∈ Z) ÿâëÿþòñÿ
ñòîêîâûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äèôôåîìîðôèçìà gε.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè ( 1
2 , 0) è îáîçíà÷èì å¼

÷åðåç σ̄2.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà σ̄2
èä¼ò â ñòîêè, à óñòîé÷èâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê íåêîòîðîé
ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè òàêîé, ÷òî ïðè x → −∞ y → 1

2 .
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷êà σ̄′2( 1
2 , 0), êîíãðóýíòíàÿ òî÷êå σ̄2

îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p2, è íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî
òî÷êà σ̄′2 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà σ̄′2
èä¼ò â ñòîêè, à óñòîé÷èâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê íåêîòîðîé
ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè òàêîé, ÷òî ïðè x → +∞ y → 1

2 .
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 4.
Â îáëàñòè R× [0, 1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè σ̄1 ñ óñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè òî÷åê,
êîíãðóýíòíûõ òî÷êàì σ̄2 îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p2.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lk óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè (k + 1
2 , 0)

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ hε. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè σ̄1 îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ gε ñ
ìíîãîîáðàçèåì lk îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk . Ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ
gε òî÷êà Nk èòåðèðóåòñÿ â òî÷êó, ëåæàùóþ íà ìíîãîîáðàçèè lk−m

2
.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè R× [0, 12 ] ñîäåðæèòñÿ m
2 îðáèò, êîòîðûå

ïðè ïðîåêöèè íà äâóìåðíûé òîð áóäóò ïðåäñòàâëÿòü m
2

ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íàêðûâàþùåãî ïðîñòðàíñòâà è åñòåñòâåííîé
ïðîåêöèè, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îáðàçîâàííàÿ
ïåðåñå÷åíèåì óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ
òî÷åê, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè îäíîé
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, ïðèíàäëåæèò êëàññó ïåòåëü < m

2 , 0 >.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 5.
Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå ñâîéñòâà íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé,
äîêàçûâàåì, ÷òî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 6.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè R× [ 12 , 1] ìíîãîîáðàçèÿ
ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, îáðàçóÿ m

2 ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ. Ïðè
ýòîì çàìêíóòûå êðèâûå íà òîðå, îáðàçîâàííûå ïåðåñå÷åíèåì
óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ
òî÷åê, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè îäíîé
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, ïðèíàäëåæàò êëàññó ïåòåëü < m

2 , 0 >.
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 7.
Èñïîëüçóÿ èçó÷åííûå ñâîéñòâà íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé,
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå fε ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
Ìîðñà-Ñìåéëà, áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.
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