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Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è f : S → S �
ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå

Îòëè÷íûé îò òîæäåñòâåííîãî ãîìåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî f n = id .
Íàèìåíüøåå èç òàêèõ n íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì f .
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Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ß. Íèëüñåíà [1] äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî
îðèåíòàöèþ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ïåðèîäà n
ïîâåðõíîñòè S ðîäà p âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Êàæäîìó f ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî B̄ ⊂ S òî÷åê, ïåðèîä êîòîðûõ
ñòðîãî ìåíüøå n. Ýòî ìíîæåñòâî ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò O1, . . . ,Ok , k ≥ 1, ïåðèîäà ni, i ∈ {1, . . . , k},
ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì n; äëÿ êàæäîé îðáèòû Oi ⊂ B̄ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå âçàèìíî ïðîñòîå ñ λi = n

ni
÷èñëî δi ∈ {1, . . . , λi − 1}

òàêîå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Dx̄i òî÷êè x̄i ∈ Oi ãîìåîìîðôèçì
f ni òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ ïîâîðîòîì êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà 2πδi

λi
ðàäèàí:

z → e
2πδi
λi

i
z .

1. J. Nielsen, Die struktur periodischer transformationen von �achen, Math.-fys. Medd.
Danske Vid. Selsk. 15 (1937).
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Äëÿ ëþáîãî δi ñóùåñòâóåò ÷èñëî di ∈ {1, . . . , λi − 1} òàêîå, ÷òî
diδi ≡ 1 (mod λi ). Â ñèëó ôîðìóëû 1 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ,
ãîìåîìîðôíàÿ îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ãîìåîìîðôèçìà f ni . Òîãäà ÷èñëî di îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
äóãà, ïðèíàäëåæàùàÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé, ðàññìàòðèâàåìàÿ â
íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó òî÷êàìè
x̄ è f nidi (x̄), íå ñîäåðæèò òî÷åê îðáèòû òî÷êè x̄ , îòëè÷íûõ îò òî÷åê x̄
è f nidi (x̄).

z → e
2πδi
λi

i
z . (1)
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Ïîëíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äëÿ êàæäîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ f ïîâåðõíîñòè S
îïðåäåëèì íàáîð ÷èñåë

(n, p, n1, ..., nk , d1, ..., dk),

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ f .

Îïðåäåëåíèå

Ãîìåîìîðôèçìû f , f ′ : S → S íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : S → S òàêîé,
÷òî f ′ = h ◦ f ◦ h−1.

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Íèëüñåíà, Áðàóýðà è Êåðüêúÿðòî äâà
ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé
ïîâåðõíîñòè ñîïðÿæåíû ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîëíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàþò.
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Äîïóñòèìûå ïîëíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðèîäè÷åñêèõ íå

ãîìîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìîâ

äâóìåðíîãî òîðà

f1: n = 6, k = 3, n1 = 3, n2 = 2, n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;
f2: n = 3, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;
f3: n = 2, k = 4, n1 = n2 = n3 = n4 = 1, d1 = d2 = d3 = d4 = 1;
f4: n = 3, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 2;
f5: n = 6, k = 3, n1 = 3, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2 = 2, d3 = 5;
f6: n = 4, k = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;
f7: n = 4, k = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 1, d1 = 1, d2 = d3 = 3.

Ä.Áàðàíîâ, Êëàññèôèêàöèÿ ãîìåîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà. Òåçèñû äîêëàäà.
Ñàðàòîâ. Êîíôåðåíöèÿ �Íåëèíåéíûå äíè â Ñàðàòîâå äëÿ ìîëîäûõ - 2021�
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Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà

Ïóñòü A=

(
a b
c d

)
� óíèìîäóëÿðíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

îíà èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå fA : T2 → T2, çàäàííîå ôîðìóëîé

fA :

{
x = ax + by (mod 1)

y = cx + dy (mod 1)
,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî

òîðà.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Êàæäàÿ ïîëíàÿ õàðàêòåðèñòèêà fj ðåàëèçóåòñÿ â âèäå
àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà äâóìåðíîãî òîðà, çàäàííîãî
ìàòðèöåé Aj (j = 1, 7).

A1 =

(
0 −1
1 1

)
; A2 =

(
−1 −1
1 0

)
; A3 =

(
−1 0
0 −1

)
;

A4 =

(
0 1
−1 −1

)
; A5 =

(
1 1
−1 0

)
; A6 =

(
0 −1
1 0

)
; A7 =

(
0 1
−1 0

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå fA1 , èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé

A1 =

(
0 −1
1 1

)
.

Òàê êàê A6
1 = E è At

1 6= E ∀t < 6 (t ∈ N), òî n = 6.

Èç ñèñòåìû

{
x = −y (mod 1)

y = x + y (mod 1)
íàõîäèì åäèíñòâåííóþ îðáèòó

O1 = {p1(0, 0)} ïåðèîäà n1 = 1(íåïîäâèæíóþ òî÷êó).

1p : R2 → T2
� åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Â1 :

{
x = −y
y = x + y

, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì äëÿ fA1 , è äëÿ êîòîðîãî òî÷êà O1(0, 0) ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè O1 âûáåðåì òî÷êó Q(1, 0) è íà÷í¼ì äåéñòâîâàòü
íà íå¼ îòîáðàæåíèåì Â1 .
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Ñîåäèíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî òî÷åê
OQ = {(1, 0), (0, 1), (−1, 1), (−1, 0), (0,−1), (1,−1)} â íàïðàâëåíèè
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ êðèâóþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíîé êðèâîé îòîáðàæåíèÿ Â1. Äóãà (Q, Â1(Q)),
ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íå
ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê îðáèòû òî÷êè Q. Ñëåäîâàòåëüíî, d1 = 1.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðèîäà 2 îòîáðàæåíèÿ fA1 , íàéä¼ì
íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f 2

A1
, èíäóöèðîâàííîãî ìàòðèöåé

A2
1 =

(
−1 −1
1 0

)
.

Èç ñèñòåìû

{
x = −x − y (mod 1)

y = x (mod 1)
íàõîäèì åäèíñòâåííóþ îðáèòó

O2 = {p( 1
3 ,

1
3 ), p( 2

3 ,
2
3 )} ïåðèîäà n2 = 2.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Â2 :

{
x = −x − y + 1

y = x
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì äëÿ f 2
A1
, è äëÿ êîòîðîãî òî÷êà O2( 1

3 ,
1
3 ) ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíîé.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè O2 âûáåðåì òî÷êó B( 2

3 ,
1
3 ) è íà÷í¼ì

äåéñòâîâàòü íà íå¼ îòîáðàæåíèåì Â2 .
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Ñîåäèíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî òî÷åê
OB = {( 2

3 ,
1
3 ), (0, 2

3 ), ( 1
3 , 0)} â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè,

ïîëó÷èì çàìêíóòóþ êðèâóþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé
îòîáðàæåíèÿ Â2. Äóãà (B, Â2(B)), ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàïðàâëåíèè
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê îðáèòû òî÷êè B.
Ñëåäîâàòåëüíî, d2 = 1.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðèîäà 3 îòîáðàæåíèÿ fA1 , íàéä¼ì
íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f 3

A1
, èíäóöèðîâàííîãî ìàòðèöåé

A3
1 =

(
−1 0
0 −1

)
.

Èç ñèñòåìû

{
x = −x (mod 1)

y = −y (mod 1)
íàõîäèì åäèíñòâåííóþ îðáèòó

O3 = {p( 1
2 ,

1
2 ), p( 1

2 , 0), p(0, 1
2 )} ïåðèîäà n3 = 3.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Â3 :

{
x = −x + 1

y = −y + 1
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

íàêðûâàþùèì äëÿ f 3
A1
, è äëÿ êîòîðîãî òî÷êà O3( 1

2 ,
1
2 ) ÿâëÿåòñÿ

íåïîäâèæíîé.
Îòîáðàæåíèå Â3 çàäà¼ò ïîâîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè O3( 1

2 ,
1
2 ) íà

π ðàäèàí .

Îòñþäà d3 = 1. 16 / 17



Ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé A1,
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð äàííûõ:
n = 6,p = 1, k = 3,n1 = 3,n2 = 2,n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1,
êîòîðîìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ êëàññ ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ f1.
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