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Ïåðèîäè÷åñêèå ãîìåîìîðôèçìû

Ïóñòü S � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü è f : S → S
� ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì. Ãîìåîìîðôèçìû

f , f ′ : S → S íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì

h : S → S òàêîé, ÷òî f ′ = h ◦ f ◦ h−1.

Ãîìåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî f n = id. Íàèìåíüøåå èç òàêèõ n
íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì f .



Òî÷êè ìåíüøåãî ïåðèîäà

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ß. Íèëüñåíà ñ êàæäûì ïåðèîäè÷åñêèì

ïðåîáðàçîâàíèåì f ïåðèîäà n ñâÿçàíû ñëåäóþùèå îáúåêòû:
• ìíîæåñòâî B̄ ⊂ S òî÷åê, ïåðèîäà ìåíüøåãî n, îíî ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îðáèò Oi, i = 1, . . . , k ïåðèîäà ni,

ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì n; ñ êàæäîé îðáèòîé Oi ⊂ B̄
ñâÿçàíî ÷èñëî δi ∈ {1, . . . , λi − 1} âçàèìíî ïðîñòîå ñ
λi =

n
ni
òàêîå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Dx̄i òî÷êè

x̄i ∈ Oi ãîìåîìîðôèçì f ni òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ

ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
• ÷èñëî di ∈ {1, . . . , λi − 1} òàêîå, ÷òî diδi ≡ 1 (mod λ).
Ïàðà (ni, di), ãäå íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ îðáèòû Oi

Ðèñ.: Äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîãî ãîìåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ìåíüøåãî ïåðèîäà



Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

• ãðóïïà G = {id, f , . . . , f n−1}, èçîìîðôíàÿ
Zn = {0, . . . , n − 1} è äåéñòâóþùàÿ íà S òàê, ÷òî

ìîäóëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ = S/G ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé

ïîâåðõíîñòüþ, è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : S → Σ
ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíûì íàêðûòèåì âñþäó, êðîìå òî÷åê

ìíîæåñòâà B̄; B = π(B̄), xi = π(Oi);

• ãîìîìîðôèçì η : H1(Σ \ B) → Zn, èíäóöèðîâàííûé

ïðîåêöèåé π.



Êëàññèôèêàöèÿ Íèëüñåíà ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ

Ïðåäëîæåíèå

Äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ f , f ′ ïîâåðõíîñòè S
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

èìåþò îäèíàêîâûå ïåðèîäû è íàáîðû âàëåíòíîñòåé îðáèò

ìåíüøåãî ïåðèîäà.

Ñëåäñòâèå

Äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ f , f ′ ïîâåðõíîñòè S áåç

òî÷åê ìåíüøåãî ïåðèîäà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå ïåðèîäû.



Ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå

Òàêèì îáðàçîì, åñëè p � ðîä ïîâåðõíîñòè S, à g � ðîä

ìîäóëüíîé ïîâåðõíîñòè Σ, òî êàæäûé ïåðèîäè÷åñêèé

ãîìåîìîðôèçì ìîæíî îïèñàòü ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè

(n, p, g, n1, ..., nk, d1, ..., dk).

Åñëè B = ∅, òî k = 0 è ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå èìåþò âèä

(n, p, g), à åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ π : S → Σ ÿâëÿåòñÿ

n-ëèñòíûì íàêðûòèåì (áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ) ìîäóëüíîé

ïîâåðõíîñòè Σ ðîäà g ïîâåðõíîñòüþ S ðîäà p.



Ðåàëèçóåìîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ

Ðåàëèçóåìîñòü íåêîòîðîãî íàáîðà ÷èñåë ïåðèîäè÷åñêèìè

äàííûìè êàêîãî-ëèáî ïåðèîäè÷åñêîãî ãîìåîìîðôèçìà

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

2p +

k∑
i=1

ni − 2 = n(2g + k − 2) (1)

k∑
i=1

dini ≡ 0 (mod n) (2)



Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

Ðàâåíñòâî (1) âûðàæàåò ñâÿçü ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê

ïîâåðõíîñòåé

Ṡ = S \
k⋃

i=1

π−1(Di), Σ̇ = Σ \
k⋃

i=1

Di,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü Ṡ n-ëèñòíî íàêðûâàåò Σ̇

χ(Ṡ) = nχ(Σ̇).



Äåéñòâèå ãîìåîìîðôèçìà

Ñîîòíîøåíèå (2) ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïîëîæèì Di = π(Dx̄i) è îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ãðàíèöó äèñêà Di,

îðèåíòèðîâàííóþ òàê, ÷òî ïðè îáõîäå âäîëü ãðàíèöû äèñê

îñòàåòñÿ ñëåâà. Òîãäà η([ci]) = nidi. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

îáúåäèíåíèå âñåõ êðèâûõ c1 ∪ · · · ∪ ck ãîìîëîãè÷íî êðèâîé c,
êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò äèñê è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó η([c]) = 0.



Ñëó÷àé êîãäà g=0

Â ñëó÷àå, êîãäà ìîäóëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé

(g = 0), îòîáðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì è,

ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ öåïü èç êðèâûõ c1 ∪ · · · ∪ ck

äîëæíà áûòü ãîìîëîãè÷íà êðèâîé b òàêîé, ÷òî η([b]) = 1.
Òîãäà ê ñîîòíîøåíèþ (2) äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå íà

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (GSD) ÷èñåë d1n1, . . . , dknk

(GSD(d1n1, . . . , dknk), n) = 1 (3)



Ìàòðèöà ãîìåîìîðôèçìà

Ïóñòü S = T2 � äâóìåðíûé òîð T2 è f : T2 → T2 �

ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà

èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì f∗ : π1(T2) → π1(T2)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé ñ

îïðåäåëèòåëåì 1.

f∗ =
(

a b
c d

)
.

Ãîìåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ èçîòîïíûì òîæäåñòâåííîìó òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà f∗ = E, ãäå

E =

(
1 0
0 1

)
.



Ãîìîòîïíûå òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìû

Òåîðåìà

(Õàðàêòåðèñòèêà ãîìîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó

ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ òîðà) Äëÿ ñîõðàíÿþùåãî

îðèåíòàöèþ ïåðèîäè÷åñêîãî ãîìåîìîðôèçìà f : T2 → T2

ïåðèîäà n ∈ N ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 f � ãîìîòîïåí òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ;

2 B = ∅;
3 g = 1;

4 f òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí äèôôåîìîðôèçìó

Ψn
(
ei2xπ, ei2yπ

)
=

(
ei2π(x+ 1

n), ei2yπ
)
.



Íåãîìîòîïíûå òîæäåñòâåííîìó ãîìåîìîðôèçìû

Òåîðåìà

(Êëàññèôèêàöèÿ íå ãîìîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó

ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ òîðà) Ñóùåñòâóåò ñåìü

êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè íå ãîìîòîïíûõ

òîæäåñòâåííîìó ïåðèîäè÷åñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ òîðà ñî

ñëåäóþùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè â êàæäîì êëàññå (ñì.

Ðèñ. 2):

1 f1: n = 6, k = 3, n1 = 3, n2 = 2, n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;

2 f2: n = 3, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;

3 f3:
n = 2, k = 4, n1 = n2 = n3 = n4 = 1, d1 = d2 = d3 = d4 = 1;

4 f4: n = 3, k = 3, n1 = n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 2;

5 f5:
n = 6, k = 3, n1 = 3, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2 = 2, d3 = 5;

6 f6: n = 4, k = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 1, d1 = d2 = d3 = 1;

7 f7: n = 4, k = 3, n1 = 2, n2 = n3 = 1, d1 = 1, d2 = d3 = 3.



Ïðèìåð ãîìåîìîðôèçìîâ f1 è f6
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Ðèñ.: Ïåðèîäè÷åñêèå ãîìåîìîðôèçìû f1 è f6



Íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà

f : S → S ïåðèîäà n áåç òî÷åê ìåíüøåãî ïåðèîäà ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

p = n(g − 1) + 1 (4)



Íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà

f : S → S ïåðèîäà n ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì òî÷åê ìåíüøåãî

ïåðèîäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

p > n(g − 1) + 1 (5)



Íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå äàííûå

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìà

f : T2 → T2 ïåðèîäà n c íåïóñòûì ìíîæåñòâîì òî÷åê

ìåíüøåãî ïåðèîäà, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2 <
2n

n − 1
⩽ k ⩽ 4 (6)



Èíäåêñ íåïîäâèæíîé òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü M0(x0, y0) � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ
ξ(x, y) íà ïëîñêîñòè è r > 0 òàêîå, ÷òî äèñê

dr = {(x, y) ∈ R2 :
√
(x − x0)2 + (y − y0)2 ⩽ r} íå ñîäåðæèò

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê âåòîðíîãî ïîëÿ, îòëè÷íûõ îò (x0, y0).
Òîãäà ÷èñëî îáîðîòîâ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ|∂dr íàçûâàåòñÿ

èíäåêñîì îñîáîé òî÷êè M0 è îáîçíà÷àåòñÿ I(M0).
Ïóñòü x0 � èçîëèðîâàííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (íå ñîäåðæàùåé äðóãèõ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê f ) òî÷êè x0 âåêòîðíîå ïîëå ξ(x) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé
ξ(x) = x − f (x). Òîãäà èíäåêñîì íåïîäâèæíîé òî÷êè x0
íàçûâàåòñÿ èíäåêñ îñîáîé òî÷êè x0 âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ(x) è
îáîçíà÷àåòñÿ I(x0).



Èíäåêñ íåïîäâèæíîé òî÷êè äëÿ ïîâîðîòà

a) b)

Ðèñ.: Èíäåêñ íåïîäâèæíîé òî÷êè ïîâîðîòà ïëîñêîñòè: a) I(0) = 1,
b) I(0) = −2


