
Âîçìóùåíèÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà

Â. Ç. Ãðèíåñ, Ä. È. Ìèíö, Å. Å. ×èëèíà

ÍÈÓ ÂØÝ ÍÍ

2022

1 / 23



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü Mn� ãëàäêîå çàìêíóòîå (êîìïàêòíîå áåç êðàÿ) ñâÿçíîå
îðèåíòèðóåìîå n-ìíîãîîáðàçèå (n ≥ 1) è p � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f : Mn → Mn. Îáîçíà÷èì
÷åðåç W s

p (W u
p ) óñòîé÷èâîå (íåóñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p, à

÷åðåç Ωf íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f .

Ðèñ.: p � ñòîê (n = 2)
Ðèñ.: p � ñåäëî
(n = 2)

Ðèñ.: p � èñòî÷íèê
(n = 2)
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Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà

Äèôôåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî è
ìíîãîîáðàçèÿ W s

p , W
u
q ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî äëÿ ëþáûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q.
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Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà

Åñëè p, q � ðàçëè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå ñåäëîâûå òî÷êè
äèôôåîìîðôèçìà f , äëÿ êîòîðûõ W s

q ∩W u
p ̸= ∅, òî ïåðåñå÷åíèå

W s
q ∩W u

p íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå
dimW s

q ∩W u
p = 0, ïåðåñå÷åíèå W s

q ∩W u
p ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì

ìíîæåñòâîì è êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé, à îðáèòà ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.
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Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ äëÿ

ðàçëè÷íûõ òî÷åê p,q ∈ Ωf ñëåäóåò, ÷òî dimW u
p < dimW u

q .

Èçâåñòíî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî ïóñòî.
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Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Ïóñòü n = 2, f : M2 → M2 � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà è p åãî
ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ν,i

p (i ∈ {1, 2}),
ν ∈ {u, s}, êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W ν

p \ {p}.
Äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà W u,j

p ∩W s,i
q = ∅ äëÿ êàæäîé ïàðû ñåäëîâûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q è ëþáûõ i , j ∈ {1, 2}.

Ðèñ.: Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé
äèôôåîìîðôèçì

Ðèñ.: Äèôôåîìîðôèçì
Ìîðñà-Ñìåéëà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì
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Îðèåíòèðóåìîå ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Ñîãëàñíî [1], ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q è ëþáûõ i , j ∈ {1, 2}, äëÿ êîòîðûõ
W u,j

p ∩W s,i
q ̸= ∅, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ W u,j

p è W s,i
q îäèí è òîò

æå â ëþáîé òî÷êå z ∈ W u,j
p ∩W s,i

q .

Ðèñ.: Äèôôåîìîðôèçì ñ
íåîðèåíòèðóåìûì
ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ìíîæåñòâîì

Ðèñ.: Äèôôåîìîðôèçì ñ
îðèåíòèðóåìûì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì
ìíîæåñòâîì

1. Áåçäåíåæíûõ À.Í., Ãðèíåñ Â.Ç. Äèôôåîìîðôèçìû ñ îðèåíòèðóåìûìè ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè íà äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ // Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé: Ìåæâóç.òåìàò. ñá. íàó÷. òð. Ãîðüêèé: Ãîðüê. ãîñ. óí-ò, 1985. Ñ. 139�152

7 / 23



Îêðóæíîñòü è äâóìåðíûé òîð

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü S1 êàê ôàêòîð-ãðóïïó S1 = R1/Z ñ
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p1 : R1 → S1 è äâóìåðíûé òîð T2 êàê
ôàêòîð-ãðóïïó T2 = R2/Z2 ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p2 : R2 → T2.

Ïóñòü a ∈ [0, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1x=a (S1y=a) îêðóæíîñòü íà

äâóìåðíîì òîðå T2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè p2 : R2 → T2 ïðÿìîé x = a+ k (y = a+ k),
ãäå k ∈ Z.
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Ôóíêöèÿ hε(z)

Çàäàäèì ôóíêöèþ hε(z) : R → R ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

hε(z) :=


k +

1

π
arctan

(
1− ε

1 + ε
tg(πz)

)
, z ∈ (k − 1

2
; k +

1

2
) (k ∈ Z)

k +
1

2
, z = k +

1

2
(k ∈ Z)

,

ãäå ε ∈ (−1, 1).

Ðèñ.: hε(z) ïðè ε ∈ (−1, 0) Ðèñ.: hε(z) ïðè ε ∈ (0, 1)
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Äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè φε è ψε

Ôóíêöèÿ hε(z) èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè
φε : S1 → S1 è ψε : S1 → S1, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà ε ∈ (−1, 1) è
çàäàííûå ôîðìóëàìè:

φε : z̄ = hε(z) (mod 1),

ψε : z̄ =
1

2
hε(2z) (mod 1).

Ðèñ.: φε ïðè ε ̸= 0 Ðèñ.: ψε ïðè ε ̸= 0
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Äèôôåîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà Mε è Lε

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà Mε è Lε êàê ïðÿìûå
ïðîèçâåäåíèÿ: Mε = φε × φε, Lε = ψε × φε.

Ðèñ.: Mε ïðè ε ∈ (−1, 0) Ðèñ.: Lε ïðè ε ∈ (−1, 0)
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Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà

Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z), òî åñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà è detA = ±1. Òîãäà
îòîáðàæåíèå Â : T2 → T2, çàäàííîå ôîðìóëîé

Â :

{
x = ax + by (mod 1)

y = cx + dy (mod 1)
,

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî òîðà.

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ∈ GL(2,Z) íå ðàâíû ïî
ìîäóëþ åäèíèöå, òî àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ
íåãèïåðáîëè÷åñêèì.
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Êëàññèôèêàöèÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [2] è [3], êàæäûé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè
íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà
ïîñðåäñòâîì àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà çàäàåòñÿ â òî÷íîñòè
îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A1(m) =

(
1 m
0 1

)
,A2(m) =

(
−1 m
0 −1

)
,

A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
,A6 =

(
0 1
−1 −1

)
,A7 =

(
0 −1
1 1

)
,m ∈ {0, 1, 2, . . . }.

2. S.Batterson. The dynamics of Morse-Smale di�eomorphisms on the torus. Transactions of the American
Mathematical Society, Vol. 256 (Dec., 1979), pp. 395-403

3. Ñ. Â. Ñèäîðîâ, Å. Å. ×èëèíà, �Î íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìàõ äâóìåðíîãî
òîðà�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 23:3 (2021), 295�307
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Äåéñòâèå íåïåðèîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ

Àâòîìîðôèçìû Â1(m) è Â2(m) ïðè m ̸= 0 íå ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü S1y=γ

(γ ∈ [0, 1)) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî Â1(m). Îãðàíè÷åíèå
Â1(m) íà êàæäóþ îêðóæíîñòü S1y=γ äåéñòâóåò êàê ïîâîðîò íà

íåêîòîðûé óãîë θγ . Èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî Â2(m) ÿâëÿþòñÿ
îêðóæíîñòè S1y=0, S1y= 1

2

è îáúåäèíåíèÿ îêðóæíîñòåé S1y=γ ∪ S1y=1−γ

(γ ∈ (0, 12 )). Îãðàíè÷åíèå âòîðîé ñòåïåíè Â2(m) íà êàæäóþ
îêðóæíîñòü S1y=γ äåéñòâóåò êàê ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë θγ .

Ðèñ.: Äåéñòâèå Â1(m) ïðè
m ̸= 0

Ðèñ.: Äåéñòâèå Â2(m) ïðè
m ̸= 0

14 / 23



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ââåä¼ì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: Mε,A = Mε ◦ Â, Lε,A = Lε ◦ Â ãäå Â �
àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà, èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé
A ∈ GL(2,Z).

Òåîðåìà 1

Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 Ïðè m = 2l (l ∈ N) äèôôåîìîðôèçìû Mε,A1(m) è Mε,A2(m)

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà ñ îðèåíòèðóåìûì
ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç m
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.

2 Ïðè m = 2l − 1 (l ∈ N) äèôôåîìîðôèçìû Lε,A1(m) è Lε,A2(m)

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-Ñìåéëà ñ îðèåíòèðóåìûì
ãåòåðîêëèíè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì èç 4m
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.

3 Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà èç
ïóíêòà 1 è 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé òîãî æå ïåðèîäà
îòíîñèòåëüíî âîçìóùàåìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà.
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Ïðè m = 2l (l ∈ N) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
Mε,A1(m) ñîñòîèò èç äâóõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ è
äâóõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñ¼äåë. Îäíî èç èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé ïåðâîãî ñåäëà ó÷àñòâóåò â ãåòåðîêëèíè÷åñêîì
ïåðåñå÷åíèè ñ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì âòîðîãî ñåäëà è
ñîäåðæèò m

2 îðáèò íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Ðèñ.: Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà Mε,A1(2) ïðè
ε ∈ (−1, 0)
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Ïðè m = 2l (l ∈ N) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
Mε,A2(m) ñîñòîèò èç äâóõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ è äâóõ
íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñ¼äåë. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ
Mε,A2(m) íà èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ¼äåë íå ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé,
ó÷àñòâóþùàÿ â ãåòåðîêëèíè÷åñêîì ïåðåñå÷åíèè, ñîäåðæèò òî÷êè
êàæäîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà.

Ðèñ.: Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà Mε,A2(2) ïðè
ε ∈ (−1, 0)
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Ïðè m = 2l (l ∈ N) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
Lε,A1(m) ñîñòîèò èç äâóõ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ, äâóõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ ïåðèîäà äâà, äâóõ íåïîäâèæíûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñ¼äåë è äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñ¼äåë ïåðèîäà äâà.
Îäíî èç èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé êàæäîãî íåïîäâèæíîãî ñåäëà
ó÷àñòâóåò â ãåòåðîêëèíè÷åñêîì ïåðåñå÷åíèè ñ îäíèì èç
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé êàæäîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñåäëà è
ñîäåðæèò m îðáèò íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Ðèñ.: Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà Lε,A1(1) ïðè
ε ∈ (−1, 0)
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Ïðè m = 2l − 1 (l ∈ N) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà
Lε,A2(m) ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óçëîâ è
÷åòûð¼õ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñ¼äåë ïåðèîäà äâà. Êàæäàÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà äèôôåîìîðôèçìà Lε,A2(m) ñîäåðæèò
òî÷êè íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ ñ¼äåë.

Ðèñ.: Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà Lε,A2(1) ïðè
ε ∈ (−1, 0)
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Ñåìåéñòâà Mε, Kε è Jε
Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà Mε, Kε è Jε
äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà òàêèå, ÷òî ïðè ε = 0 îíè
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè, à ïðè ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)
ÿâëÿþòñÿ ñäâèãàìè íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêîâ ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè
ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, ôàçîâûå ïîðòðåòû êîòîðûõ â
ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû Z2 íà R2 ïðè ε ∈ (−1, 0)
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ.

Ðèñ.: Mε Ðèñ.: Kε Ðèñ.: Jε

20 / 23



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ââåä¼ì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: Mε,A = Mε ◦ Â, Kε,A = Kε ◦ Â è

Jε,A = Jε ◦ Â, ãäå Â � àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà,
èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé A ∈ GL(2,Z).

Òåîðåìà 2

Äëÿ ëþáîãî ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 Îòîáðàæåíèÿ Mε,A2(0), Mε,A3 , Kε,A4 , Mε,A5 , Jε,A6 , Jε,A7

ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè.

2 Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà êàæäîãî äèôôåîìîðôèçìà èç
ïóíêòà 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé òîãî æå ïåðèîäà
îòíîñèòåëüíî âîçìóùàåìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà.

21 / 23



Òåîðåìà 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. (Mε,A1(m))
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.
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