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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ãëàäêèé ïîòîê f t : Mn → Mn, çàäàííûé íà çàìêíóòîì

ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n, íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

Ωf t ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ, à èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

×èñëî indp, ðàâíîå ðàçìåðíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Wu
p

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p, íàçûâàåòñÿ åãî
èíäåêñîì Ìîðñà. Ñoñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èíäåêñ Ìîðñà êîòîðîãî
ðàâåí n(0) íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì (ñòîêîì), ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ,
èíäåêñ Ìîðñà êîòîðîãî ìåíüøå n, íî áîëüøå íóëÿ, íàçûâàåòñÿ
ñåäëîâûì.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü p, q � ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà òàêèå, ÷òî Wu
p ∩ Ws

q ̸= ∅.
Ïåðåñå÷åíèå Wu

p ∩ Ws
q íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì

ïåðåñå÷åíèåì. Åñëè ïåðåñå÷åíèå Wu
p ∩ Ws

q îäíîìåðíî, òî

êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè íàçûâàåòñÿ

ãåòåðîêëèíè÷åñêîé êðèâîé.



Ââåäåíèå Òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ Êëàññèôèêàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G(Mn) ïîòîêîâ íà îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 2 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
f t ∈ G(Mn) ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò
ðîâíî èç äâóõ òî÷åê, ïðè ýòîì ïðè n ≥ 3 ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ èìåþò èíäåêñû Ìîðñà ðàâíûå 1 è (n − 1)
ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω (α) ñòîêîâîå
(èñòî÷íèêîâîå) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t ∈ G(Mn), ÷åðåç
σ1, σn−1 � ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èíäåêñîâ 1, (n − 1)
ñîîòâåòñòâåííî.
Öåëü: Îöåíêà ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
ïåðåñå÷åíèÿ è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ.
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Ïîëîæèì Af t = Wu
σ1

∪ ω, Rf t = Ws
σn−1

∪ α, Vf t = Mn \ (Af t ∪ Rf t).
Ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå Σf t ∈ Vf t , äèôåîìîðôíî

Sn−2 × S1 è ïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ñ êàæäîé

òðàåêòîðèåé ïîòîêà f t, ëåæàùåé â Vf t .

È ïîëîæèì Ls
f t = Ws

σ1
∩ Σf t ,Lu

f t = Wu
σn−1

∩ Σf t .
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Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå

ïåðåñå÷åíèÿ ïîòîêîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 1

Ïóñòü Mn � îðèåíòèðóåìîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå,

äîïóñêàþùåå ïîëÿðíûé ïîòîê f t ∈ G(Mn) ñ äâóìÿ ñåäëîâûìè

ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ σ1, σn−1 èíäåêñîâ 1, (n − 1)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

1 åñëè n = 2, òî ìíîãîîáðàçèå Mn ÿâëÿåòñÿ òîðîì è ïîòîê

f t íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé;

2 åñëè n = 3, òî ìíîãîîáðàçèå Mn ÿâëÿåòñÿ ëèíçîé Lp,q è

áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà f t ñîäåðæèò íå ìåíåå

÷åì p ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ;

3 åñëè n ≥ 4, òî ìíîãîîáðàçèå Mn ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ Sn−1 × S1, ïðè ýòîì Wu
σ1

∩ Ws
σn−1

= ∅, à
ïåðåñå÷åíèå Ws

σ1
∩ Wu

σn−1
ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1.n = 2

Ïî óñëîâèþ, îïðåäåëÿþùåìó êëàññ G(Mn), èíâàðèàíòíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî. Â ñëó÷àå n = 2 ðàçìåðíîñòü ýòèõ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé ðàâíà åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïåðåñå÷åíèå ëèáî
ïóñòî, ëèáî íóëüìåðíî. Åñëè ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, òî â ñèëó åãî
èíâàðèàíòíîñòè âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé â ïåðåñå÷åíèè
ñîäåðæèòñÿ îðáèòà ýòîé òî÷êè, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå
îäíîìåðíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå
n = 2 ïîòîê f t ∈ G(Mn) íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2. n = 3
Af t = Wu

σ1
∪ ω ≈ S1, Rf t = Ws

σn−1
∪ α ≈ S1

Ëåììà

Af t ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, Rf t ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì, ïðè÷åì

çàõâàòûâàþùèå îêðåñòíîñòè Va,Vr àòòðàêòîðà Af t è

ðåïåëëåðà Rf t ñîîòâåòñòâåííî äèôåîìîðôíû Bn−1 × S1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 2.

Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëèíçû M3 çàâèñèò òîëüêî îò

ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé Ls
f t , ãäå Ls

f t = Ws
σ1

∩ Σf t â

ïîëíîòîðèè Πα. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) Ls
f t � ïàðàëëåëü ïîëíîòîðèÿ Πα. Òîãäà M3 åñòü ñôåðà S3,

èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ Ls
f t ∩ Lu

f t ðàâåí åäèíèöå. Ìèíèìàëüíîå

÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî 1.

2) Ls
f t � ìåðèäèàí ïîëíîòîðèÿ Πω. Òîãäà M3 ãîìåîìîðôíî

S2 × S1, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ Ls
f t ∩ Lu

f t ðàâåí íóëþ, è

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êðèâûõ â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíî 0.

3) [Ls
f t ] = (p, q), p2 + q2 ̸= 0. Òîãäà M3 ÿâëÿåòñÿ ëèíçîé Lp,q, à

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíî p.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3. n ≥ 4 Íåëüñîí Ìàêñ(2013):

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü φ : S1 × Sn−2 → S1 × Sn−2 ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì Φ : S1 × Bn−1 → S1 × Bn−1 òàêîé,

÷òî Φ|S1×Sn−2 = φ.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü Mn, n ≥ 4�ìíîãîîáðàçèå ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé äâóõ

êîïèé S1 × Bn−1. Òîãäà Mn ãîìåîìîðôíî S1 × Sn−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3.

Êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé Ws
σ1
,Wu

σn−1
ïåðåñåêàåò Σf t ïî

êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèÿ

Ws
σ1

∩ Σf t ,Wu
σn−1

∩ Σf t ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè

ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Σf t . Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

P = (Ws
σ1

∩ Wu
σn−1

) ∩ Σf t òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ãëàäêèì

ïîäìíîãîîáðàçèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî

÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ïåðåñå÷åíèå Ws
σ1

∩ Wu
σn−1

èìååò

ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ P × R, ñëåäîâàòåëüíî,
òàêæå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Êëàññèôèêàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ

Òåîðåìà 2

Ïîòîêè f t, gt ∈ G(Mn), n ≥ 3 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

h : Σf t → Σgt òàêîé, ÷òî h(Ls
f t) = Ls

gt , h(Lu
f t) = Lu

gt .

 

Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì H : Vf t → Vgt ôîðìóëîé

H(ly ∩ Σc) = l
′

h(y) ∩ Σ
′

c äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Σf t , c ∈ (0, n).



Ââåäåíèå Òîïîëîãèÿ íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ Êëàññèôèêàöèÿ

Ëèíçîé Lp,q íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå ñêëåéêîé

ïîëíîòîðèåâ Π1 è Π2 ïî äèôôåîìîðôèçìó φ : ∂Π1 → ∂Π2,

ïåðåâîäÿùåìó ìåðèäèàí Π1 ïîëíîòîðèÿ â êðèâóþ l ∈ ∂Π2,

ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (p, q), ãäå
(p, q) � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, p > q > 0. Ïðè ýòîì

ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ (0, 1) ñîîòâåòñòâóåò ìåðèäèàíó
ïîëíîòîðèÿ, à êëàññ (1, 0) ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëè.
Òðåõìåðíóþ ñôåðó S3 è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S2 × S1

äâóìåðíîé ñôåðû íà îêðóæíîñòü áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü

ëèíçàìè L1,0,L0,1 ñîîòâåòñòâåííî.
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