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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü Mn� ãëàäêîå çàìêíóòîå (êîìïàêòíîå áåç êðàÿ) ñâÿçíîå
îðèåíòèðóåìîå n-ìíîãîîáðàçèå (n ≥ 1).

Òî÷êà z ∈ Mn íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé ãîìåîìîðôèçìà
f : Mn → Mn, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî Perf (z) ∈ N òàêîå, ÷òî
f Perf (z)(z) = z , íî f k(z) 6= z äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
0 < k < Perf (z). ×èñëî Perf (z) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ïåðèîäè÷åñêîé
òî÷êè z .
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü p � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà
f : Mn → Mn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W s

p (W u
p ) óñòîé÷èâîå (íåóñòîé÷èâîå)

ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p, à ÷åðåç Ωf íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f .
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Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà

Äèôôåîìîðôèçì f íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî è
ìíîãîîáðàçèÿ W s

p , W
u
q ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî äëÿ ëþáûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q.
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Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà

Åñëè p, q � ðàçëè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå ñåäëîâûå òî÷êè
äèôôåîìîðôèçìà f , äëÿ êîòîðûõ W s

q ∩W u
p 6= ∅, òî ïåðåñå÷åíèå

W s
q ∩W u

p íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå
dimW s

q ∩W u
p = 0, ïåðåñå÷åíèå W s

q ∩W u
p ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì

ìíîæåñòâîì è êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé, à îðáèòà ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êè
íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé.
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Ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q 6= ∅ äëÿ

ðàçëè÷íûõ òî÷åê p,q ∈ Ωf ñëåäóåò, ÷òî dimW u
p < dimW u

q .

Óòâåðæäåíèå

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê.
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Äèôôåîìîðôèçì Mε

Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì Mε : R→ R, êîòîðûé çàâèñèò îò
åäèíñòâåííîãî ïàðàìåòðà ε è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:
Mε : z = gε(z), ε ∈ (−1, 1), ãäå

gε(z) :=


k +

1

π
arctan

(
1− ε
1 + ε

tg(πz)

)
, z ∈ (k − 1

2
; k +

1

2
) (k ∈ Z)

k +
1

2
, z = k +

1

2
(k ∈ Z)
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Ôóíêöèÿ gε(z)

gε(z) :=


k +

1

π
arctan

(
1− ε
1 + ε

tg(πz)

)
, z ∈ (k − 1

2
; k +

1

2
) (k ∈ Z)

k +
1

2
, z = k +

1

2
(k ∈ Z)

Ðèñ.: Ãðàôèê ôóíêöèè gε(z) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ε, ëåæàùåì â

èíòåðâàëå (−1, 0). 8 / 49



Îêðóæíîñòü è äâóìåðíûé òîð

Ïðåäñòàâèì îêðóæíîñòü S1 êàê ôàêòîð-ãðóïïó ãðóïïû R1 ïî ãðóïïå
Z : S1 = R1/Z ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p1 : R1 → S1 è äâóìåðíûé
òîð T2 êàê ôàêòîð-ãðóïïó ãðóïïû R2 ïî öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêå
Γ = Z⊕ Z : T2 = R2/Γ ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé p2 : R2 → T2.

Ïóñòü a ∈ [0, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1
x=a (S1

y=a) îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðÿìîé x = a + k (y = a + k) îòíîñèòåëüíî
ïðîåêöèè p2 ñ ïëîñêîñòè R2 íà äâóìåðíûé òîð T2, ãäå k ∈ Z.
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Îòîáðàæåíèå Mε,p1

Îòîáðàæåíèå Mε èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè
Mε,p1 : S1 → S1, çàäàííûé ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Mε,p1 = p1(Mε(p
−1
1 (z))),

ãäå ïîä p−1
1 (z) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè z .

Ïðè ε = 0 îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Ïðè
ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñòîêà ω è èñòî÷íèêà α.

Ðèñ.: Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà Mε,p1 ïðè ε 6= 0.
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Îòîáðàæåíèå Mε,p2

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Mε,p2 : T2 → T2, çàäàííîå ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

Mε,p2 =

(
Mε,p1 0

0 Mε,p1

)

Ðèñ.: Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà Mε,p2 ïðè ε ∈ (−1, 0).
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Îòîáðàæåíèå Mε,p2

Ïðè ε = 0 îòîáðàæåíèå Mε,p2 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Ïðè
ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) îòîáðàæåíèå Mε,p2 ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì
äèôôåîìîðôèçìîì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç
4-õ íåïîäâèæíûõ òî÷åê: ñòîêà ω, èñòî÷íèêà α è ñ¼äåë σ1 è σ2.

Ðèñ.: Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà Mε,p2 ïðè ε ∈ (−1, 0).
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Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà

Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
∈ Gl(2,Z), òî åñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà è detA = ±1. Òîãäà
îòîáðàæåíèå Â : T2 → T2, çàäàííîå ôîðìóëîé

Â :

{
x = ax + by (mod 1)

y = cx + dy (mod 1)
,

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì äâóìåðíîãî òîðà.

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ∈ Gl(2,Z) íå ðàâíû ïî
ìîäóëþ åäèíèöå, òî àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àâòîìîðôèçì Â íàçûâàåòñÿ
íåãèïåðáîëè÷åñêèì.

13 / 49



Êëàññèôèêàöèÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ

àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà

Èç ðàáîò [1] è [2] ñëåäóåò:

Óòâåðæäåíèå.

Êàæäûé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà çàäàí â òî÷íîñòè îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A1(m) =

(
1 m
0 1

)
,A2(m) =

(
−1 m
0 −1

)
(m ∈ {0, 1, 2, . . . });

A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
,A6 =

(
0 1
−1 −1

)
,A7 =

(
0 −1
1 1

)
.

1. S.Batterson. The dynamics of Morse-Smale di�eomorphisms on the torus. Transactions
of the American Mathematical Society, Vol. 256 (Dec., 1979), pp. 395-403

2. Ñ. Â. Ñèäîðîâ, Å. Å. ×èëèíà, �Î íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìàõ äâóìåðíîãî òîðà�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 23:3 (2021), 295�307
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Ïåðèîäè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì

Îòëè÷íûé îò òîæäåñòâåííîãî ãîìåîìîðôèçì f çàìêíóòîé
îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî f n = id . Íàèìåíüøåå èç òàêèõ n
íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì f .

Ïóñòü f � ãîìåîìîðôèçì çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè M2

ïåðèîäà n. Ïîëîæèì Bf = {z ∈ M2|Perf (z) < n}. Ñîãëàñíî ðàáîòå [3],
åñëè f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî ìíîæåñòâî Bf êîíå÷íî.

3. J. Nielsen, Die struktur periodischer transformationen von �achen, Math.-fys. Medd.
Danske Vid. Selsk. 15 (1937).
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Êëàññèôèêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ

äâóìåðíîãî òîðà

Ñëåäñòâèå.

Ñóùåñòâóåò 6 êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà, êàæäûé èç êîòîðûõ çàäàí â
òî÷íîñòè îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö:

A2(0) =

(
−1 0
0 −1

)
,A3 =

(
1 0
0 −1

)
,A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
,A6 =

(
0 1
−1 −1

)
,A7 =

(
0 −1
1 1

)
.

Ìàòðèöû A2(0),A5,A6,A7 èíäóöèðóþò ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ
àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà ïåðèîäà 2, 4, 3 è 6 ñîîòâåòñòâåííî,
à ìàòðèöû A3,A4 èíäóöèðóþò ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ
àâòîìîðôèçìû äâóìåðíîãî òîðà ïåðèîäà 2.
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Ïåðèîäè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû

Àâòîìîðôèçì Â2(0) ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ
îòîáðàæåíèåì ïåðèîäà 2. Åãî ìíîæåñòâî BÂ2(0) ñîñòîèò èç 4-õ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê � p2(0, 0), p2(0, 1
2 ), p2( 1

2 , 0) è p2( 1
2 ,

1
2 ), ãäå

p2 : R2 → T2 � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.
Àâòîìîðôèçì Â3 íå ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ è ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ïåðèîäà 2. Åãî ìíîæåñòâî BÂ3

ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé: S1
x=0 è

S1
x= 1

2

.

Àâòîìîðôèçì Â5 ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèåì
ïåðèîäà 4. Åãî ìíîæåñòâî BÂ5

ñîñòîèò èç 2-õ íåïîäâèæíûõ òî÷åê �

p2(0, 0) è p2( 1
2 ,

1
2 ), è îäíîé îðáèòû ïåðèîäà äâà � {p2(0, 1

2 ), p2( 1
2 , 0)}.

Ðèñ.: Äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ 17 / 49



Ïóñòü fε,A = Mε,p2 ◦ Â, ãäå Â � àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà,
èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé A ∈ Gl(2,Z).

Òåîðåìà 1

Ïóñòü ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 Îòîáðàæåíèÿ fε,A2(0), fε,A5 ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè è Ωfε,A2(0)

= BÂ2(0),
Ωfε,A5

= BÂ5
.

2 Îòîáðàæåíèå fε,A3 ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì è Ωfε,A3

⊂ BÂ3
.

3 Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì
ìíîæåñòâîì ΩMε,p2

è Perfε,A(z) = PerÂ(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ Ωfε,A ,
ãäå A ∈ {A2(0),A3,A5}.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Òîãäà äèôôåîìîðôèçì fε,A1(m) ïðè m = 2l
(l ∈ N) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà è åãî
áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò.
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Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå fε,A2(0). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.

ΩMε,p2
⊂ Ωfε,A2(0)

Òàê êàê ΩMε,p2
= BÂ2(0) è fε,A2(0) = Mε,p2 ◦ Â2(0), òî íåïîñðåäñòâåííî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A2(0)
ñîäåðæèò

èñòî÷íèê α = p2(0, 0), ñòîê ω = p2( 1
2 ,

1
2 ) è 2 ñåäëà: σ1 = p2(0, 1

2 ),
σ2 = p2( 1

2 , 0).

Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ òî÷åê íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A2(0)
íå

ñîäåðæèò.

Ðèñ.:
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Mε,p2
◦ Â2(0) = Â2(0) ◦Mε,p2

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìà Mε,p2 è àëãåáðàè÷åñêîãî

àâòîìîðôèçìà Â2(0), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Mε,p2 è Â2(0)
êîììóòèðóþò.
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Ωfε,A2(0)
= ΩMε,p2

Ðàññìîòðèì òî÷êó P ∈ p2([0, 1]× (0, 1
2 )). Òàê êàê P /∈ ΩMε,p2

, òî

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü UP ⊂ p2([0, 1]× (0, 1
2 )), ÷òî

Mn
ε,p2

(UP) ∩ UP = ∅ äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Ðèñ.: Îêðåñòíîñòü UP

21 / 49



Ωfε,A2(0)
= ΩMε,p2

Ïîä äåéñòâèåì Â2(0) îêðåñòíîñòü UP îòîáðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâî
p2([0, 1]× ( 1

2 , 1)), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî

äåéñòâèÿ Mε,p2 . Ñëåäîâàòåëüíî, M
n
ε,p2
◦ Â2(0)(UP) ∩ UP = ∅.

Ðèñ.: Äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ Â2(0) íà îêðåñòíîñòü UP
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Ωfε,A2(0)
= ΩMε,p2

Â ñèëó òîãî, ÷òî Mε,p2 ◦ Â2(0) = Â2(0) ◦Mε,p2 è Â2(0) � àâòîìîðôèçì
ïåðèîäà 2, òî äëÿ n = 2k (k ∈ N) âûïîëíÿåòñÿ
f nε,A2(0)(UP) = Mn

ε,p2
(UP). Ñëåäîâàòåëüíî, f nε,A2(0)(UP) ∩ UP = ∅. Äëÿ

n = 2k + 1 (k ∈ N) âûïîëíÿåòñÿ f nε,A2(0)(UP) = Mn
ε,p2
◦ Â2(0)(UP).

Ñëåäîâàòåëüíî, f nε,A2(0)(UP) ∩ UP = ∅.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà p2([0, 1]× (0, 1

2 )) ÿâëÿåòñÿ
áëóæäàþùåé.

Ðèñ.: Äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ Â2(0) íà îêðåñòíîñòü UP .
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ΩMε,p2
= Ωfε,A2(0)

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fε,A2(0) ëþáàÿ òàêàÿ òî÷êà P, ÷òî P /∈ ΩMε,p2
,

ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé. Òî÷êè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà Ωfε,A2(0)

ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ΩMε,p2
.
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×åðåç d îáîçíà÷èì ìåòðèêó íà äâóìåðíîì òîðå T2.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî d(Â2(0)(Q), Â2(0)(Q ′)) = d(Q,Q ′) äëÿ ëþáûõ
Q,Q ′ ∈ T2. Òîãäà âåðíî, ÷òî
d(f nε,A2(0)(Q), f nε,A2(0)(Q

′)) = d(Mn
ε,p2

(Q),Mn
ε,p2

(Q ′)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ëþáàÿ òî÷êà Q, ïðèíàäëåæàùàÿ èíâàðèàíòíîìó îòíîñèòåëüíî Mε,p2

ìíîãîîáðàçèþ íåïîäâèæíîé ñåäëîâîé òî÷êè σ1 (σ2), ïðèíàäëåæèò
èíâàðèàíòíîìó îòíîñèòåëüíî fε,A2(0) ìíîãîîáðàçèþ íåïîäâèæíîé
ñåäëîâîé òî÷êè σ1 (σ2).
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Èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà fε,A2(0)

ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê σ1 è σ2 ñîâïàäàþò ñ èíâàðèàíòíûìè

îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìà Mε,p2 ìíîãîîáðàçèÿìè ýòèõ

òî÷åê.
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Òàêèì îáðàçîì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fε,A2(0)

êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî, è äèôôåîìîðôèçì fε,A2(0) íå èìååò
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåîìîðôèçì fε,A2(0)

ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì.
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Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèÿ fε,A3
è fε,A5

. Èäåÿ

äîêàçàòåëüñòâà.
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Òåîðåìà 2

Ïóñòü ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Òîãäà äèôôåîìîðôèçì fε,A1(m) ïðè m = 2l
(l ∈ N) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà è åãî
áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò.

Çàìå÷àíèå

Äëÿ íå÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ m íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) ñîäåðæèò íåãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè,
ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå fε,A1(m) íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûì.
Âåçäå äàëåå, áóäåì ïîëàãàòü m = 2l (l ∈ N) è ε ∈ (−1, 0). Äëÿ
ñëó÷àÿ ε ∈ (0, 1) äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
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Àâòîìîðôèçì Â1(m).

Àâòîìîðôèçì Â1(m) ïðè m 6= 0 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì
îòîáðàæåíèåì. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü S1

y=γ (γ ∈ [0, 1)) ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ Â1(m). Îãðàíè÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ Â1(m) íà êàæäóþ îêðóæíîñòü S1

y=γ äåéñòâóåò êàê
ïîâîðîò íà íåêîòîðûé óãîë θγ .
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Òåîðåìà 2. Èäåÿ äîêàòåëüñòâà.

ΩMε,p2
⊂ Ωfε,A1(m)

Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ΩMε,p2
âêëþ÷åíî â ìíîæåñòâî

íåïîäâèæíûõ òî÷åê àâòîìîðôèçìà Â1(m). Òàê êàê
fε,A1(m) = Mε,p2 ◦ Â1(m), òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A1(m)

ñîäåðæèò èñòî÷íèê α = p2(0, 0),

ñòîê ω = p2( 1
2 ,

1
2 ) è 2 ñåäëà: σ1 = p2(0, 1

2 ), σ2 = p2( 1
2 , 0).

Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ òî÷åê íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A1(m)
íå

ñîäåðæèò.

31 / 49



T2 \ (S1
y=0 ∪ S1

y= 1
2

) � ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê

Äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ T2 \ (S1
y=0 ∪ S1

y= 1
2

) ìîæíî âûáðàòü òàêóþ

öèëèíäðè÷åñêóþ îêðåñòíîñòü UP = S1 × (α, β), ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N
âûïîëíÿåòñÿ f nε,A1(m)(UP) ∩ UP = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà T2 \ (S1
y=0 ∪ S1

y= 1
2

) ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé.
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Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê

Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ fε,A1(m) íà èíâàðèàíòíûå îêðóæíîñòè S1
y=0

è S1
y= 1

2

äåéñòâóåò êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Mε,p2 . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî S1
y= 1

2

\ {ω} ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè σ1, à ìíîæåñòâî S1
y=0 \ {α} óñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè σ2.
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W u
σ1
\ σ1 � ìíîæåñòâî áëóæäàþùèõ òî÷åê

Ïî òåîðåìå î ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Uω äèôôåîìîðôèçì fε,A1(m) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæ¼í ñ

ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì Ãω : R2 → R2, çàäàííûì ìàòðèöåé

Aω =

(
1
2 0
0 1

2

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè zω ∈ Uω \ {ω}

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uzω , ÷òî f nε,A1(m)(Uzω ) ∩ Uzω = ∅ äëÿ
ëþáîãî n ∈ N. Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈W u

σ1
\ σ1 ñóùåñòâóåò

òàêîå n ∈ N, ÷òî f nε,A1(m)(z) ∈ Uω, òî ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà W u
σ1
\ σ1

ÿâëÿåòñÿ áëóæäàþùåé.
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Ωfε,A1(m)
= ΩMε,p2

Ñëåäîâàòåëüíî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m)

êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷íî. Íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè σ1 íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè σ2.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè σ1 íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R2

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f̂ε,A1(m) : R2 → R2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì äëÿ îòîáðàæåíèÿ fε,A1(m) è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

f̂ε,A1(m) :=

{
xn = gε(xn−1 + myn−1 − m

2 )

yn = gε(yn−1)

Ðàññìîòðèì ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó äèôôåîìîðèçìà f̂ε,A1(m),

êîîðäèíàòû êîòîðîé (0, 1
2 ). Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç σ̄1.
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè σ1 íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R2

Îòîáðàæåíèå f̂ε,A1(m) ∈ C 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Àäàìàðà-Ïåððîíà ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

σ̄1
ñåäëîâîé

òî÷êè σ̄1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé êëàññà C 1. Èç îïðåäåëåíèÿ
ãëàäêîé êðèâîé è îòðèöàòåëüíîñòè òàíãåíñà óãëà íàêëîíà
êàñàòåëüíîé ê êðèâîé W s

σ̄1
â òî÷êå σ̄1 ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíîå

óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
loc(σ̄1) òî÷êè σ̄1 ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

íåêîòîðîé ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè

y = gs(x), gs(x) ∈ C 1.

Ðèñ.: Ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
loc(σ̄1) òî÷êè σ̄1
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè σ1 íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R2

Ïî òåîðåìå î ëîêàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Uσ̄1 òî÷êè σ̄1 äèôôåîìîðôèçì f̂ε,A1(m) òîïîëîãè÷åñêè

ñîïðÿæ¼í ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì Ãσ̄1 : R2 → R2, çàäàííûì

ìàòðèöåé Aσ̄1 =

(
2 0
0 1

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïèñàòü ïîâåäåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Q,
ëåæàùåé íà ìíîãîîáðàçèè W s

loc(σ̄1) â îêðåñòíîñòè Uσ̄1 ïîä äåéñòâèåì

îòîáðàæåíèÿ f̂ε,A1(m).
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè σ1 íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R2

Òàê êàê èçâåñòíî ïîâåäåíèå òî÷åê â îêðåñòíîñòè Uσ̄1 , òî èòåðèðóÿ
ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè c1 è c2 äåéñòâèÿ äèôôåîìîðôèçìà
f̂ε,A1(m) íà êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèè W s

σ̄1
,

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W s
σ̄1

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé, ñòðîãî óáûâàþùåé ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà R è
ñòðåìÿùåéñÿ ê y = 0 ïðè x → +∞ è ê y = 1 ïðè x → −∞.

39 / 49



Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè σ2 íà íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R2

Ðàññìîòðèì íàêðûâàþùåå äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m)

îòîáðàæåíèå f̂ ′ε,A1(m) : R2 → R2, êîòîðîå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

f̂ ′ε,A1(m) :=

{
xn = gε(xn−1 + myn−1)

yn = gε(yn−1)

è äëÿ êîòîðîãî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè ( 1
2 , 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé

íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç σ̄2. Ïî àíàëîãèè
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W u

σ̄2
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé

íåïðåðûâíîé, ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà R è
ñòðåìÿùåéñÿ ê y = 1

2 ïðè x → +∞ è ê y = − 1
2 ïðè x → −∞.
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

×åðåç êàæäóþ òî÷êó (k + 1
2 , 0) (k ∈ Z) ïðîõîäèò êðèâàÿ,

êîíãðóýíòíàÿ êðèâîé W u
σ̄2

îòíîñèòåëüíî p2. Îáîíà÷èì å¼ ÷åðåç lku .
Êàæäàÿ êðèâàÿ lku ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê íåêîòîðîé
íåïðåðûâíîé, ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííîé íà R è
ñòðåìÿùåéñÿ ê y = − 1

2 ïðè x → −∞ è ê y = 1
2 ïðè x → +∞.
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êðèâûõ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
W s
σ̄1

ïåðåñåêàåò êðèâóþ lku ñòðîãî â îäíîé òî÷êå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

÷åðåç Hk . Ïðè ýòîì Hk ∈ R× (0, 1
2 ).

Òàê êàê êàñàòåëüíûå â òî÷êå Hk ê êðèâûì lku è W s
σ̄1

íå ñîâïàäàþò, òî
ìíîãîîáðàçèå W s

σ̄1
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò êàæäóþ êðèâóþ lku

(k ∈ Z).
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Îáîçíà÷èì îðáèòó òî÷êè Hk îòíîñèòåëüíî f̂ε,A1(m) ÷åðåç OHk
.

Ïóñòü (1, h̄) � êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ W u
σ̄2

ñ

ïðÿìîé x = 1. Ïîëîæèì h = min{h̄, 1
2m}. ×åðåç H îáîçíà÷èì òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ W u
σ̄2

ñ ïðÿìîé y = h. Äóãó ìíîãîîáðàçèÿ
W u
σ̄2
, çàêëþ÷åííóþ ìåæäó òî÷êàìè σ̄2 è H, îáîçíà÷èì ÷åðåç l1h .

×åðåç lkh îáîçíà÷èì äóãó, êîíãðóýíòíóþ äóãå l1h è ñîäåðæàùóþ òî÷êó
(k + 1

2 , 0) (k ∈ Z).
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Òàê êàê ìíîãîîáðàçèå W s
σ̄1

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîé óáûâàþùåé
ôóíêöèè, ñòðåìÿùåéñÿ ê y = 0 ïðè x → +∞, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
çíà÷åíèå x̄ , ÷òî íà ëó÷å (x̄ ,+∞) ìíîãîîáðàçèå W s

σ̄1
ëåæèò íèæå

ïðÿìîé y = h.
Ïóñòü k∗ > x̄ è k∗ ∈ Z, òîãäà Hk∗ ∈ lk∗h . Îáîçíà÷èì òî÷êó f̂ε,A1(m)(Hk∗)

÷åðåç Hk̄ . Îöåíèâ êîîðäèíàòû òî÷êè Hk̄ , ïîëó÷àåì, ÷òî k̄ = k∗ + m
2 .
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f̂ε,A1(m) òî÷êà Hk∗

èòåðèðóåòñÿ íà äóãó âèäà l
k∗+ m

2

h , ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå W s
σ̄1

ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé äóãîé lkh .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè m
2 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îðáèò OHk
(k ∈ Z).
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Êðèâóþ, êîíãðóýíòíóþ W u
σ̄2

è ñîäåðæàùóþ òî÷êó (k + 1
2 , 1) (k ∈ Z),

îáîçíà÷èì ÷åðåç l̄ku .
Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êðèâûõ ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
W s
σ̄1

ïåðåñåêàåò êðèâóþ l̄ku ñòðîãî â îäíîé òî÷êå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

÷åðåç H̄k . Ïðè ýòîì H̄k ∈ R× ( 1
2 , 1).

Òàê êàê êàñàòåëüíûå â òî÷êå H̄k ê êðèâûì l̄ku è W s
σ̄1

íå ñîâïàäàþò, òî

ìíîãîîáðàçèå W s
σ̄1

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò êàæäóþ êðèâóþ l̄ku
(k ∈ Z).
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Èññëåäîâàíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò

äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) íà íàêðûòèè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç OH̄k
îðáèòó òî÷êè H̄k îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

îòîáðàæåíèÿ f̂ −1
ε,A1(m).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè m
2 ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò OH̄k
(k ∈ Z).
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fε,A1(m) � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà

Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fε,A1(m) êîíå÷íî,
ãèïåðáîëè÷íî.

Íà íàêðûòèè óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
σ̄1
, òðàíñâåðñàëüíî

ïåðåñåêàÿñü ñ êðèâûìè, êîíãðóýíòíûìè íåóñòîé÷èâîìó
ìíîãîîáðàçèþ W u

σ̄2
îòíîñèòåëüíî p2, îáðàçóåò m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ

îðáèò. Ïîïàðíî ýòè îðáèòû íå êîíãðóýíòíû, ñëåäîâàòåëüíî,
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

σ1
, ïåðåñåêàÿñü ñ íåóñòîé÷èâûì

ìíîãîîáðàçèåì W u
σ2
, îáðàçóåò â òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ

îðáèò. Äðóãèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ îòñóòñòâóþò.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåîìîðôèçì fε,A1(m) ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà è åãî áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
ñîäåðæèò â òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.

48 / 49



Ïóñòü fε,A = Mε,p2 ◦ Â, ãäå Â � àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà,
èíäóöèðîâàííûé ìàòðèöåé A ∈ Gl(2,Z).

Òåîðåìà 1

Ïóñòü ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 Îòîáðàæåíèÿ fε,A2(0), fε,A5 ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè è Ωfε,A2(0)

= BÂ2(0),
Ωfε,A5

= BÂ5
.

2 Îòîáðàæåíèå fε,A3 ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèì îðèåíòàöèþ
ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì äèôôåîìîðôèçìîì è Ωfε,A3

⊂ BÂ3
.

3 Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωfε,A ñîâïàäàåò ñ íåáëóæäàþùèì
ìíîæåñòâîì ΩMε,p2

è Perfε,A(z) = PerÂ(z) äëÿ ëþáîãî z ∈ Ωfε,A ,
ãäå A ∈ {A2(0),A3,A5}.

Òåîðåìà 2

Ïóñòü ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1). Òîãäà äèôôåîìîðôèçì fε,A1(m) ïðè m = 2l
(l ∈ N) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà è åãî
áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè m ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
îðáèò.
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