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Ëåììà 0.1. Ïóñòü f ∈ Cb(R) è α ∈ C. Òîãäà

1) åñëè Reα < 0, òî ôóíêöèÿ g(x) = eαx
x∫
−∞

f(y)e−αydy ëåæèò â UCb(R)

2) åñëè Reα > 0, òî ôóíêöèÿ g(x) = eαx
+∞∫
x

f(y)e−αydy ëåæèò â UCb(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èìååì: g(x) =
x∫
−∞

f(y)eα(x−y)dy = [y = z + x, z = y − x] =
0∫
−∞

f(z + x)e−αzdz. Òàê êàê

f ∈ Cb(R), òî |f(x)| ≤M äëÿ íåêîòîðîãî M ≥ 0 è ëþáûõ x ∈ R. Ïîýòîìó ∀x ∈ R âåðíî íåðàâåíñòâî

|g(x)| ≤
0∫

−∞

|f(z + x)||e−αz|dz ≤M
0∫

−∞

e−zReαdz =
M

Reα
.

Ñëåäîâàòåëüíî, g îãðàíè÷åíà íà R.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî g(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. ∀x ∈ R èìååì g′(x) = αeαx
x∫
−∞

f(y)e−αydy+eαxf(x)e−αx =

αg(x) + f(x). Îòñþäà

|g′(x)| ≤ |α||g(x)|+ |f(x)| ≤ |α| M
|Reα|

+M.

Èòàê, g′(x) îãðàíè÷åíà íà R. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ g(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.

2) ∀x ∈ R èìååì g(−x) = e−αx
+∞∫
−x

f(y)e−αydy = [z = −y, y = −z] = e−αx
x∫
−∞

f(−z)eαzdz. Òàê êàê ôóíêöèÿ

f(z) îãðàíè÷åíà, òî f(−z) òîæå îãðàíè÷åíà. Îòñþäà ïî ïóíêòó 1) äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

g(−x) îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò è ôóíêöèÿ

g(x), òî åñòü g ∈ UCb(R).

Òåîðåìà 0.1. Ïóñòü p, q ∈ R, ïðè÷¼ì âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé: ëèáî p2 − 4q < 0 è p 6= 0, ëèáî

p2 − 4q > 0 è q 6= 0. Òîãäà

1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Cb(R) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ + py′ + qy = f (1)

èìååò íà R åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.
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2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç α è β ðàçëè÷íûå êîðíè λ1 è λ2 êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ λ2 + pλ + q = 0. Òîãäà

åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå y = y(x) óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y(x) =
1

α− β

 x∫
γα

f(z)eα(x−z)dx−
x∫

γβ

f(z)eβ(x−z)dx

 ,

ãäå γα = −∞ ïðè Reα < 0 è γα = ∞ ïðè Reα > 0. Íèæíèé ïðåäåë γβ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

y(0) =
1

α− β

 0∫
γα

f(z)e−αzdx−
0∫

γβ

f(z)e−βzdx

 (2)

è

y′(0) =
1

α− β

α 0∫
γα

f(z)e−αzdx− β
0∫

γβ

f(z)e−βzdx

 . (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àëà íàéä¼ì îáùåå ðåøåíèå yîî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + py′ + qy = 0. (4)

Ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ2 + pλ + q = 0. Åãî êîðíè α = λ1 è β = λ2

ïðè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèÿõ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè è îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (4) èìååò âèä yîî(x) = c1e
αx + c2e

βx, ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå (âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå)

ïîñòîÿííûå.

Òåïåðü çàïèøåì âèä îáùåãî ðåøåíèÿ yîí èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1).

yîí(x) = y÷í(x) + yîî(x) = y÷í(x) + c1e
αx + c2e

βx, (5)

ãäå y÷í(x) - íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Òàê êàê ÷èñëà α è β ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 0, òî ôóíêöèÿ yîî(x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà R òîëüêî â

îäíîì ñëó÷àå: ïðè c1 = c2 = 0. Ïîýòîìó èç ôîðìóëû (5) âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò íå áîëåå îäíîãî

îãðàíè÷åííîãî íà R ðåøåíèÿ.

Äàëåå ïåðåéä¼ì ê ïîèñêó îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ìåòîä âàðèàöèè

ïîñòîÿííûõ è áóäåì èñêàòü ýòî ðåøåíèå â âèäå

y(x) = c3(x)e
αx + c4(x)e

βx, (6)

ãäå c3(x) è c4(x) - íåêîòîðûå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà R. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [?]), ÷òî

ïðîèçâîäíûå c′3(x) è c
′
4(x) ýòèõ ôóíêöèé äîëæíû ïðè âñåõ x ∈ R ïîä÷èíÿòüñÿ ñèñòåìå óðàâíåíèéc

′
3(x)e

αx + c′4(x)e
βx = 0

c′3(x)αe
αx + c′4(x)βe

βx = f(x).

Ðåøàÿ íå¼, íàõîäèì: c
′
3(x) =

1
α−β f(x)e

−αx

c′4(x) = − 1
α−β f(x)e

−βx.
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Ïîýòîìó ïîäîéäóò, íàïðèìåð, ôóíêöèè

c3(x) =
1

α− β

x∫
γα

f(z)e−αzdz

è

c4(x) = −
1

α− β

x∫
γβ

f(z)e−βzdz.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

y(x) =
1

α− β

 x∫
γα

f(z)eα(x−z)dz −
x∫

γβ

f(z)eβ(x−z)dx

 , (7)

êîòîðàÿ äà¼ò îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Ýòî ðåøåíèå, ñîãëàñíî Ëåììå 1, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è

ëåæèò â êëàññå UCb(R).

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü ôîðìóëû (2) è (3) Èç ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé: y′(x) =

1
α−β

(
α

x∫
γα

f(z)eα(x−z)dz − β
x∫
γβ

f(z)eβ(x−z)dx

)
. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà è â ôîðìóëó (7) çíà÷åíèå x = 0, ïîëó÷èì

ôîðìóëû (3) è (2) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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