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Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñòåïåííûõ ôóíêöèé Òàêàãè Sp(x).
Ïî êîíñòðóêöèè îíè àíàëîãè÷íû íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè Òàêàãè T (x), îïèñàííîé â 1903 ã â [1]:

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííîé ôóíêöèåé Òàêàãè ñ ïàðàìåòðîì
(ïîêàçàòåëåì) p > 0 ìû íàçûâàåì âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ
Sp(x), çàäàâàåìóþ íà ÷èñëîâîé îñè R ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Sp(x) =

∞∑
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=
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Sp
0 (2nx)

2np
, x ∈ R, (1)

ãäå S0(x) = ρ(x,R) = infq∈R |x− q| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé x è
áëèæàéøåé ê íåé öåëîé òî÷êîé.

Åñëè p = 1, òî Sp(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Òàêàãè T (x) èç [1].

Ãðàôèê ñòåïåííîé ôóíêöèè Òàêàãè y = Sp(x) ïðè p = 0,5,
èçîáðàæåííûé ñïëîøíîé ëèíèåé, ìîæíî óâèäåòü äàëåå íà ðèñóí-
êå 1, âìåñòå ñ ãðàôèêàìè ïåðâûõ ïÿòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1),
èçîáðàæåííûìè ïóíêòèðîì. Âåðòèêàëüíûå øòðèõïóíêòèðíûå ëè-
íèè íà ýòîì ðèñóíêå óêàçûâàþò ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê ãëîáàëüíîãî
ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [0; 1]: x = 1/3 è x = 2/3 (ñì. òåîðåìó 3).

Íàìè ïîëó÷åíû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì p > 0 ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ Òàêàãè Sp íà
ìíîæåñòâå R âñþäó îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà, ÷åòíà, èìååò ïåðèîä
1 è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè:

Sp(x) = Sp(q − x) ïðè âñåõ q ∈ R è âñåõ x ∈ R.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî p > 0 ôóíêöèÿ Sp îãðàíè÷åíà, ïðè÷åì äëÿ
âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 Sp(x) 6 1/(2p − 1).
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè y = Sp(x) ïðè p = 0,5.

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì p ∈ (0; 1) ó ñòåïåííîé ôóíêöèè Òàêàãè
Sp íåò íè êîíå÷íîé ëåâîé, íè êîíå÷íîé ïðàâîé ïðîèçâîäíîé íè â
îäíîé òî÷êå èç R.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ∈ (0; 1). Òîãäà:
1) ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Sp(x), x ∈ R ðàâåí 2p/(3p(2p−1))

è äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ âèäà x = q + 1/3 è x = q + 2/3,
ãäå q � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî;

2) ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè Sp(x) ïî x ∈ R ðàâåí 0 è äîñòè-
ãàåòñÿ òîëüêî â öåëûõ òî÷êàõ x.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p ∈ (0; 1]. Òîãäà âåðíû äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè x, y ∈ R è 0 < |x− y| 6 1, òî âåðíî íåðàâåíñòâî

|Sp(x)−Sp(y)| 6 |x−y|p
(

Φp+log2

1

|x− y|

)
, ãäå Φp =

2p

2p − 1
− log2 3.

2) Ôóíêöèÿ Sp óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó óñëî-
âèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p è êîíñòàíòîé C = 2p/(2p − 1):
åñëè x, y ∈ R è 0 < |x− y| 6 1/3, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sp(x)− Sp(y)| 6 2p

2p − 1
·|x− y|p· log3

1

|x− y|
.
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