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Градиентно-подобные потоки

Гладкий поток f t на замкнутом многообразии Mn размерности
n ≥ 1 называется градиентно-подобным, если его
неблуждающее множество Ωf t состоит из конечного числа
гиперболических состояний равновесия, а инвариантные
многообразия состояний равновесия пересекаются
трансверсально.
Гиперболическое состояние равновесия p имеет тип (i , n − i),
если dimW u

p = i . Состояния равновесия типа (0, n) – это стоки,
типа (n, 0) - источники и другие – это седла коразмерности i .
Будем называть пересечение инвариантных многообразий
разных седловых состояний равновесия гетероклиническим.
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О комбинаторной классификации градиентно-подобных
потоков на четырехмерных многообразиях

Рис.: Фазовый портрет градиентно-подобного потока с дикими
замыканиями двумерных сепаратрис

Zhuzhoma E. V., Medvedev V. S., Morse-Smale systems with few
non-wandering points, Topology and its Applications, 2013, V. 160(3), P. 498 -
507.



Необходимые и достаточные условия эквивалентности
градиентно-подобных потоков без седел типа (1, 3), (3, 1)

Теорема. Полярные потоки f t , f ′t на четырехмерных многообразиях без
седловых состояний равновесия типа (1, 3), (3, 1) топологически
эквивалентны тогда и только тогда, когда их диаграммы Кирби
эквивалентны.
Гуревич Е. Я., Сараев И. А. Диаграмма Кирби полярных потоков на
четырехмерных многообразиях, Математические заметки. 2024. Т. 116 (1)
(в печати).



Существенность условий теоремы

Рис.: Диаграммы Кирби потоков на многообразиях CP2#CP2 и
S2×̃S2

Гуревич Е. Я., Сараев И. А. Диаграмма Кирби полярных потоков на
четырехмерных многообразиях, Математические заметки. 2024. Т. 116 (1)
(в печати).



Градиентно-подобные потоки без гетероклинических
пересечений. Топология несущего многообразия

Пусть f t – градиентно-подобный поток без гетероклинических
пересечений на M4.
Обозначим за ki число состояний равновесия типа (i , 4− i),

gf t =
k3 + k1 − k0 − k4 + 2

2
.

Утверждение. Число gf t – целое неотрицательное и M4

гомеоморфно связной сумме

(S3 × S1)# . . .#(S3 × S1)︸ ︷︷ ︸
gf t

#N4 (1)

gf t , где N4 – односвязное многообразие, допускающее
градиентно-подобный поток без гетероклинических пересечений
и седловых состояний равновесия коразмерности один.
Гринес В. З., Гуревич Е. Я., Медведев В. С., Жужома Е. В. О топологии
многообразий, допускающих градиентно-подобные потоки с заданным
неблуждающим множеством, Siberian Advances in Mathematics. 2018. Т. 21.
№ 2. С. 163-180.



Уточнение топологии N4

Теорема. Пусть N4 допускает полярный поток f t без седел
типов (1, 3), (3, 1). Тогда N4 гомеоморфно одному из
следующих попарно негомеоморфных многообразий:

1. сфера S4 тогда и только тогда, когда k2 = 0;
2. связная сумма m1 копий CP2 и m2 копий −CP2, где CP2,

−CP2 – комплексная проективная плоскость с
противоположными ориентациями, m1 +m2 = k2 > 0;

3. связная сумма 2m1 копий E8-многообразий Фридмана и
m2 ≥ 2m1 + 1 копий S2 × S2, m1 ≥ 0 и
16m1 + 2m2 = k2 > 0.

Freedman M.H. The topology of four-dimensional manifolds, J. Diff. Geom.,
1982, V. 17, P. 357–453.
Рохлин В.А. Новые результаты теории четырехмерных многообразий,
Докл. АН СССР, 1952, Т. 84, С. 221 – 224.



Необходимые и достаточные условия эквивалентности
градиентно-подобных потоков без гетероклинических

пересечений на M4
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Рис.: Фазовый портрет потока и его
оснащенный граф

Графы Γf t , Γf ′t изоморфны, если
выполянются следующие условия:

1. существует изоморфизм I∗ : Γf t → Γf ′t

сохраняющий цвета ребер и
отмеченные вершины;

2. для любой пары отмеченных вершин
v ∈ V (Γf t ) и v ′ = I∗(v) ∈ V (Γf ′t )
существует гомеоморфизм
hD : Sω → Sω′ такой, что hD (LD ) = L′

D′ ,
и существует нумерация узлов LD

такая, что hD (l
u
i ) = l ′

u
i и hD (l̃

u
i ) = l̃ ′

u
i

для любого i ∈ {1, . . . , rD}.
Теорема. Потоки f t , f ′t ∈ G∗(M

4)
топологически эквивалентны тогда и только
тогда, когда их оснащенные графы
изоморфны.
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