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Îïðåäåëåíèÿ

Mn � ãëàäêîå ñâÿçíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n.

Cm-ïîòîê (m ≥ 0) � íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò t ∈ R ñåìåéñòâî
Cm-äèôôåîìîðôèçìîâ f t : Mn → Mn òàêîå, ÷òî:
f 0(x) = x, f t(f s(x)) = f t+s(x) äëÿ ëþáûõ s, t ∈ R, x ∈ Mn.

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn âêëþ÷àåòñÿ â Cm-ïîòîê f t, åñëè f
ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü f t (f = f 1).

Palis, Bull. of AMS, 1974. Vector �elds generate few di�eomorphisms

Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ïîðîæäàþò îòêðûòûå
ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ, âêëþ÷àþùèõñÿ â òîïîëîãè÷åñêèå
ïîòîêè.

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè:

• åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ñîñòîèò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê;

• äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ïåðåñå÷åíèå óñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Ws

p òî÷êè p è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Wu
q

òî÷êè q òðàíñâåðñàëüíî.
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Ñòðóêòóðà äîêëàäà

1 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Ïàëèñà âêëþ÷åíèÿ

äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà â òîïîëîãè÷åñêèé

ïîòîê

2 Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü

êðèòåðèé âêëþ÷åíèÿ â ïîòîê äèôôåîìîðôèçìîâ

Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

3 Ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è âûøå



Óñëîâèÿ Ïàëèñà

Palis J. On Morse-Smale dynamical systems. Topology. 1969.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : Mn → Mn

âêëþ÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïîòîê. Òîãäà:

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîcòîèò èç íåïîäâèæíûõ

òî÷åê;

• îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f íà êàæäîå
èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè

p ∈ Ωf ñîõðàíÿåò åãî îðèåíòàöèþ;

• åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf

ïåðåñå÷åíèå Ws
p ∩Wu

q íåïóñòî, òî îíî íå ñîäåðæèò

êîìïàêòíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
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Óñëîâèÿ Ïàëèñà

Ðèñ.: Ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê



Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé Ïàëèñà äëÿ n = 2

Òåîðåìà (Ïàëèñ)

Åñëè äèôôåîìîðôèçì f ∈ G(M2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
Ïàëèñà, òî îí âêëþ÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà:

1) Âêëþ÷åíèå â ïîòîê bt(x, y) = ((1/2)tx, 2ty) â îêðåñòíîñòè
ñåäåë.

Ïîëîæèì v = {(x, y) ∈ R2| x2y2 ≤ 1, |x| ≤ 1, |y| ≤ 2},
vp = h−1

p (v), Vp =
⋃

i∈Z
f i(vp), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé

òî÷êå M ∈ Vp ÷èñëî n ∈ Z òàêîå, ÷òî f n(M) ⊂ vp è îïðåäåëèì

ïîòîê Gt
p íà ìíîæåñòâå Vp ñîîòíîøåíèåì

Gt
p(M) = f−n(gt

p(f n(M))).



Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé Ïàëèñà äëÿ n = 2

Ðèñ.: Ìîäèôèêàöèÿ äèñêà D

2) Ïðîäîëæåíèå ïîñòðîåííîãî ïîòîêà â áàññåéíàõ ñòîêîâ.
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Ðèñ.: Äèôôåîìîðôèçìû ñ äèêî âëîæåííûìè ñåïàðàòðèñàìè



Òðèâèàëüíûé ïó÷îê îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ

Ðèñ.: a), b) òðèâèàëüíûå ïó÷êè; c) ðó÷íîé íåòðèâèàëüíûé ïó÷îê
ñåïàðàòðèñ

Ïó÷îê îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ Fω íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì,

åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì hω : Ws
ω → Rn òàêîé, ÷òî

f |
Ws
ω

= h−1
ω a0hω|Ws

ω
è hω(Fω) � ñòàíäàðòíûé îäíîìåðíûé

ïó÷îê. Çäåñü a0(x1, . . . , xn) = (1
2 x1, . . . ,

1
2 xn).
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1
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Òðèâèàëüíûé ïó÷îê îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ

Ðèñ.: a), b) òðèâèàëüíûå ïó÷êè; c) ðó÷íîé íåòðèâèàëüíûé ïó÷îê
ñåïàðàòðèñ

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè äèôôåîìîðôèçì f ∈ MS+(M3) âêëþ÷àåòñÿ â

òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê, òî ëþáîé åãî ïó÷îê îäíîìåðíûõ

ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì.

Dugundji, Antosiewicz, Parallelizable �ows and Lyapunov's second

method, Ann. of Math. 1961. Young, On the factors and �berings of

manifolds, Proc. Amer. Math. Soc. 1950.
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Ðèñ.: Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G(S3), íå
âêëþ÷àþùèõñÿ íè â êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ïîòîêè: a)
äèôôåîìîðôèçì, âñå ïó÷êè îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ðó÷íûìè, íî ïó÷îê Fω íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì; b)
äèôôåîìîðôèçì, âñå ïó÷êè îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè



Ñõåìà äèôôåîìîðôèçìà

Ðèñ.: Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà f : S3 → S3 è åãî ñõåìà Sf

Ïóñòü f : M3 → M3 � êàñêàä Ìîðñà-Ñìåéëà,

• Af (Rf ) � îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé âñåõ íåóñòîé÷èâûõ
(óñòîé÷èâûõ) îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ,

• Vf = M3 \ (Af ∪ Rf );

• V̂f = Vf ;

• L̂s
f , L̂

u
f � ïðîåêöèè äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ â V̂f = Vf .

Íàáîð Sf = (V̂f , L̂s
f , L̂

u
f , ηf ) íàçûâàåòñÿ ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà f .
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Ñõåìà äèôôåîìîðôèçìà

Òåîðåìà (Áîíàòòè, Ãðèíåñ, Ïî÷èíêà, 2000-2018)

Äèôôåîìîôèçìû f , f ′ ∈ MS+(M3) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû

òîãäà è òîãäà, êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.



Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ â

ïîòîê äëÿ n = 3

Ïîëîæèì S2
g = S2]T2] . . . ]T2︸ ︷︷ ︸

g

.

Ñõåìà Sf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M3) òðèâèàëüíà, åñëè
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψf : V̂f → S2
gf
× S1

òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî l ⊂ L̂s
f ∪ L̂u

f íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ

çàìêíóòàÿ äóãà cl ⊂ S2
gf
òàêàÿ, ÷òî ψf (l) = cl × S1.

Òåîðåìà (Ãðèíåñ, Ãóðåâè÷, Ìåäâåäåâ, Ïî÷èíêà, 2012)

Äèôôåîìîðôèçì f ∈ MS+(M3) âêëþ÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé

ïîòîê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñõåìà òðèâèàëüía.



Ýôôåêòû ðàçìåðíîñòè 3

Ðèñ.: Ôàçîâûå ïîðòðåòû äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G(S3), íå
âêëþ÷àþùèõñÿ íè â êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå ïîòîêè: a)
äèôôåîìîðôèçì, âñå ïó÷êè îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ðó÷íûìè, íî ïó÷îê Fω íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì; b)
äèôôåîìîðôèçì, âñå ïó÷êè îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ â ïîòîê

äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ñôåðå Sn, n ≥ 4

Ïóñòü f : Sn → Sn � ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ

äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà òàêîé, ÷òî Wu
p ∩Ws

q = ∅ äëÿ
ëþáûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p 6= q.

Ïðåäëîæåíèå

Ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(Sn) ñîñòîèò èç òî÷åê, ðàçìåðíîñòü
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

òîëüêî 1 è (n− 1).

Òåîðåìà (ÃðÃóÏî, 2016-2019)

Åñëè n ≥ 4 è Ωf = Fixf , òî f âêëþ÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé

ïîòîê.



Òîïîëîãè÷åñêèå îñíîâàíèÿ

Ðèñ.: à) íåòðèâèàëüíàÿ äóãà; b) íåòðèâèàëüíîå çàöåïëåíèå íà S3.

Ïðåäëîæåíèå (Hudson, 1966; Weller, 1971; Miller, 1972)

Ïóñòü γ, γ′ ∈ Mn � òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûå ïðîñòûå

çàìêíóòûå êðèâûå. Åñëè γ, γ′ ãîìîòîïíû è n ≥ 4, òî
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Mn → Mn òàêîé, ÷òî h(γ) = γ′.

Ñëåäñòâèå

Ïðè n ≥ 4 âñå ïó÷êè îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ òðèâèàëüíû.



Òðèâèàëüíîñòü ñõåìû

Ïðåäëîæåíèå (Max, 1967)
Ïðè n ≥ 4 õèðóðãèÿ âäîëü óçëîâ íå ìåíÿåò òîïîëîãèè
ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäñòâèå
Ïðè n ≥ 4 ñõåìà äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : Sn → Sn áåç
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé òðèâèàëüíà.



Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ïåðåñå÷åíèÿ êàê ïðåïÿòñòâèå ê

âêëþ÷åíèþ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê

Ðèñ.: Äèêèé äèñê Dp, ïðèíàäëåæàùèé ãåòåðîêëèíè÷åñêîìó
ïåðåñå÷åíèþ òðåõìåðíûõ ñåïàðàòðèñ



Äèôôåîìîðôèçìû áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ

ïåðåñå÷åíèé, íå âêëþ÷àþùèåñÿ â òîïîëîãè÷åñêèå

ïîòîêè

Òåîðåìà (Ãðèíåñ, Ãóðåâè÷, Ïî÷èíêà, 2015, 2022)
Ïóñòü f : Mn → Mn � äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà òàêîé, ÷òî
Ws

p ∩Wu
q = ∅ äëÿ ëþáûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p 6= q.

Ëþáàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà èìååò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå èëè
íåóñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Mn ãîìåîìîðôíî Sn]Sn−1 × S1] . . . ]Sn−1 × S1︸ ︷︷ ︸

gf t

, n ≥ 4.

Òåîðåìà
Äëÿ ëþáîãî n ≥ 4 ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà
f : Sn−1 × S1 → Sn−1 × S1, íå èìåþùèé ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
ïåðåñå÷åíèé è òàêîé, ÷òî Ωf = Fixf , íå âêëþ÷àþùèéñÿ â
òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê.


