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Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà (Ë. Áîëüöìàí, 1872)
f = f (~r ,~p, t) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà.
Ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ
~p,~p1 ⇁ ~p′, ~p′1:

dσ =
w(~p′, ~p′1;~p,~p1)

|~v − ~v1| dp′dp′1 (1)

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà:

∂f
∂t +

~p
m ∇f = Stf (2)

Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé:

Stf =

∫
w ′ (f ′ f ′1 − f f1) dp1 dp′ dp′1 (3)

w ′ = w(~p,~p1; ~p′, ~p′1), f ′ = f (~r , ~p′, t), f1 = f (~r ,~p1, t),
f ′1 = f (~r , ~p′1, t).
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Ðåøàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2) ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé
(3) î÷åíü ñëîæíî.Âûõîä èç ïîëîæåíèÿ � ðàññìîòðåíèå
äèñêðåòíûõ ñèñòåì êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Ãîäóíîâ Ñ.Ê., Ñóëòàíãàçèí Ó.Ì. Î äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà // Óñïåõè
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. 1971. Ò. 26, âûï. 3. Ñ. 3-51.
Ïðîñòåéøàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà � ñèñòåìà Êàðëåìàíà:

∂u
∂t +

∂u
∂x =

w2 − u2
ε

, u(x , 0) = u0(x) , x ∈ R

∂w
∂t −

∂w
∂x = −w2 − u2

ε
, u(x , 0) = u0(x) , t > 0 . (4)

ε � ÷èñëî Êíóäñåíà.

Êàðëåìàí Ò. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ãàçîâ. Ì.: Èçä-âî
èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû, 1960.
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Ïðåäïîëîæåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå ñèñòåìû Êàðëåìàíà:

ñèñòåìà îïèñûâàåò îäíîàòîìíûé ðàçðåæåííûé ãàç,
ñîñòîÿùèé èç äâóõ ãðóïï ÷àñòèö;
äàííûå ãðóïïû ÷àñòèö äâèãàþòñÿ âäîëü ïðÿìîé â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ;
âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïðîèñõîäèò âíóòðè îäíîé ãðóïïû,
ò.å. ñàìè ñ ñîáîé, ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.
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Ýíòðîïèÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà:

S [f ] =

∫
f ln e

f dV dp . (5)

Äëÿ ýíòðîïèè ñïðàâåäëèâà H−òåîðåìà Áîëüöìàíà:

dS
dt ≥ 0 . (6)

Äëÿ ñèñòåìû Êàðëåìàíà ñóùåñòâóåò àíàëîã H−òåîðåìû
Áîëüöìàíà:

∂(u ln u + w lnw)

∂t +
∂(u ln u − w lnw)

∂x = −u2 − w2

ε
ln u

w ≤ 0
(7)
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Óñòðàíåíèå ÷èñëà Êíóäñåíà èç ñèñòåìû Êàðëåìàíà
Â ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ ÷èñëî Êíóäñåíà ε ëåæèò â
äèàïàçîíå 10−3 < ε < 10−1. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ
ðàñ÷¼òîâ åãî íàäî èç ñèñòåìû (4) óñòðàíèòü.
Çàìåíèì â ñèñòåìå (4) íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ñëåäóþùèì
îáðàçîì: u

ε
→ u ,

w
ε
→ u , (8)

òîãäà ñèñòåìà Êàðëåìàíà (4) ñâåä¼òñÿ ê ñèñòåìå:

∂u
∂t +

∂u
∂x = w2 − u2 , u(x , 0) = u0(x) , x ∈ R

∂w
∂t −

∂w
∂x = u2 − w2 , u(x , 0) = u0(x) , t > 0 . (9)
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Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê ñèñòåìå (9) ïðèíàäëåæàò ê êëàññó
âåùåñòâåííîàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

u0(x) =
∞∑

k=0
u0k xk ,

w0(x) =
∞∑

k=0
w0
k xk , (10)

òîãäà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè u(x , t) è w(x , t) òàêæå åñòåñòâåííî
èñêàòü â ýòîì æå êëàññå:

u(x , t) =
∞∑

k=0
uk(t) xk ,

w(x , t) =
∞∑

k=0
wk(t) xk , (11)
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Ïîäñòàíîâêà ðÿäîâ (11) â ñèñòåìó (9) ïðèâîäèò ê ñ÷¼òíîìåðíîé
ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

u̇k = −(k + 1) uk+1 +
k∑

n=0
(wn wk−n − un uk−n) ,

ẇk = (k + 1)wk+1 −
k∑

n=0
(wn wk−n − un uk−n) , (12)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.
Ñèñòåìà (12) äîëæíà áûòü ñíàáæåíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

uk(0) = u0k , wk(0) = w0
k , (13)

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ (10) è (11).
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Ïîêîìïîíåíòíàÿ çàïèñü ñ÷¼òíîìåðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12):

u̇0 = −u1 + w2
0 − u20 ,

ẇ0 = w1 − w2
0 + u20 ,

u̇1 = −2 u2 + 2w0 w1 − 2 u0 u1 ,

ẇ1 = 2w2 − 2w0 w1 + 2 u0 u1 , (14)
u̇2 = −3 u3 + 2w0 w2 + w2

1 − 2 u0 u2 − u21 ,

ẇ2 = 3w3 − 2w0 w2 − w2
1 + 2 u0 u2 + u21 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ïîêîìïîíåíòíàÿ çàïèñü ñ÷¼òíîìåðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12):

u̇0 = −u1 + w2
0 − u20 ,

ẇ0 = w1 − w2
0 + u20 ,

u̇1 = −2 u2 + 2w0 w1 − 2 u0 u1 ,

ẇ1 = 2w2 − 2w0 w1 + 2 u0 u1 , (15)
u̇2 = −3 u3 + 2w0 w2 + w2

1 − 2 u0 u2 − u21 ,

ẇ2 = 3w3 − 2w0 w2 − w2
1 + 2 u0 u2 + u21 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ìåòîä îáðûâà ñòåïåííîãî ðÿäà

Óêîðî÷åííàÿ ñèñòåìà ïðè N = 2:

u̇0 = −u1 + w2
0 − u20 ,

ẇ0 = w1 − w2
0 + u20 ,

u̇1 = −2 u2 + 2w0 w1 − 2 u0 u1 ,

ẇ1 = 2w2 − 2w0 w1 + 2 u0 u1 , (16)
u̇2 = 2w0 w2 + w2

1 − 2 u0 u2 − u21 ,

ẇ2 = −2w0 w2 − w2
1 + 2 u0 u2 + u21 .
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Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ìåòîäà îáðûâà ñòåïåííîãî ðÿäà â
äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû Êàðëåìàíà

Ðåøåíèå Äóõíîâñêîãî:

u(x , t) = −4
3

(1
3
3 expϕ(x , t)− 1
expϕ(x , t) + 1 + 1

)

w(x , t) =
8
9
3 expϕ(x , t)− 1
expϕ(x , t) + 1 (17)

ϕ(x , t) =
4
3 x + 4 t − 4A

A � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äóõíîâñêèé Ñ.À. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû Êàðëåìàíà ÷åðåç
ðàçëîæåíèå Ïåíëåâå // Âëàäèêàâêàçñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé
æóðíàë. 2020. Ò. 22, âûï. 4. Ñ. 58-67.
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Ãðàôèêè ôóíêöèé u(x , 0) è w(x , 0) ïðè A = 0

Áóãðîâ Â. Î.



Ýòè ïðîôèëè íåôèçè÷íû, ïîòîìó ÷òî èõ çíà÷åíèÿ çàõîäÿò â
îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü.
Òåì íå ìåíåå, ïî ðåøåíèþ (17) ñèñòåìû Êàðëåìàíà ìîæíî
ïîëó÷èòü âñå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñ÷¼òíîìåðíîé ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ïî
ôîðìóëàì (ôîðìóëû Òåéëîðà):

uk(t) =
1
k!

∂ku(x , t)
∂xk |x=0 , (18)

wk(t) =
1
k!

∂kw(x , t)
∂xk |x=0 . (19)
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u0(t) = −8
9
e4A + 3 e4t
e4A + e4t ,

u1(t) = −64
27

e4A+4t

(e4A + e4t)2 , (20)

u2(t) =
128
81

e4A+4t (e4t − e4A)

(e4A + e4t)3

w0(t) =
8
3
3 e4t − e4A
e4A + e4t ,

w1(t) =
128
9

e4A+4t

(e4A + e4t)2 , (21)

w2(t) = −256
27

e4A+4t (e4t − e4A)

(e4A + e4t)3 .
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (16):

u00 = −8
9
e4A + 3
e4A + 1 ,

u01 = −64
27

e4A
(e4A + 1)2 , (22)

u02 =
128
81

e4A (1− e4A)

(e4A + 1)3

w0
0 =

8
3
3− e4A
e4A + 1 ,

w0
1 =

128
9

e4A
(e4A + 1)2 , (23)

w0
2 = −256

27
e4A (1− e4A)

(e4A + 1)3 .
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Ãðàôèêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Matlab
óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (16) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (22) è (23)
ïðè A = 0
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Ãðàôèêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû Matlab
óêîðî÷åííîé ñèñòåìû (16) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (22) è (23)
ïðè A = 0
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Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ñîãëàñèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå.

Óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñèå èìååòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèè
w2(t).
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Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
ìåòîäîì îáðûâà ñòåïåííîãî ðÿäà ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå
ðåøåíèå ñèñòåìû Êàðëåìàíà äëÿ N = 2 (êâàäðàòè÷íàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ);
âûÿñíåíî, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ
íåóäîâëåòâîðèòåëüíà, è íàäî ïîâûøàòü ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè N.
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ÁËÀÃÎÄÀÐÞ

ÇÀ

ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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