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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Âñþäó äàëåå m è n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Rm,n

ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà

R(x) =
Pm(x)

Qn(x)
=

m∑
i=0

aix
i

n∑
j=0

bjxj

(1)

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äåôåêòîì d(R) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (1) íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî d, ÷òî

am = am−1 = ... = am−d+1 = 0, bn = bn−1 = ... = bn−d+1 = 0, íî õîòÿ áû îäèí èç
êîýôôèöèåíòîâ am−d, bn−d îòëè÷åí îò íóëÿ. Â ñëó÷àå R ≡ 0 ñ÷èòàåì, ÷òî d(R) = n.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå (â òîì ÷èñëå êîíå÷íîå) ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì RK+

m,n ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé âèäà (1), òàêèõ ÷òî Qn(x) > 0 ïðè ëþáîì x ∈ K.

Ïóñòü f : K → R � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
R∗ = Pm/Qn íàçûâàåòñÿ íàèëó÷øèì ðàâíîìåðíûì ðàöèîíàëüíûì ïðèáëèæåíèåì

(ñîêðàù¼ííî ÍÐÐÏ) èç êëàññà RK+
m,n äëÿ ôóíêöèè f , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

max
x∈K
|R∗(x)− f(x)| = inf

R∈RK+
m,n

max
x∈K
|R(x)− f(x)|.

Òåîðåìà î íàèëó÷øèõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ãëàñèò (ñð. [1], ñòð. 66; [2]):
Òåîðåìà À. Íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R∗ = Pm/Qn åñòü íàèëó÷øåå

ðàâíîìåðíîå ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàññà RK+
m,n äëÿ âåùåñòâåííîé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè f íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ R, ñîäåðæàùåì íå ìåíåå ÷åì
N = m + n + 2 − d(R∗) òî÷åê, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â K ñóùåñòâóåò N òî÷åê
x1 < ... < xN , è ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0 ∈ {−1, 1}, òàêèå ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

R∗(xk)− f(xk) = ε0(−1)k ·max
x∈K
|R∗(x)− f(x)|, k = 1, ..., N.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â òàêîé ôîðìå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ýòîé æå
òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà K åñòü îòðåçîê, ïðèâåä¼ííîìó â [1].
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè K � ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà

í¼ì ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ÍÐÐÏ (ñì. [3], ñòð. 672). Åñëè æå ìíîæåñòâî K íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, íàèëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàñ-
ñà RK+

m,n ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð, îíî íå ñóùåñòâóåò äëÿ K = {0, 1, 2},
f(x) = x2 − 3x + 2, è m = 0, n = 1 (ñì. [4], ñòð. 193). Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû À
ñëåäóåò, ÷òî â êëàññå RK+

m,n ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ÍÐÐÏ äëÿ f (ñð. [1], ñòð. 68).
Íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû À îñíîâàí, â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòì Ðåìåçà ïîèñêà íàè-

ëó÷øèõ ðàâíîìåðíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé (ñì. [4], ñòð. 200; [5], ñòð. 366; [6]).
Ïðèâåäåì åãî îïèñàíèå, ñëåäóÿ [4] è [5], â ñëó÷àå d = 0, N = m + n + 2, êîòîðûé ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç 4 øàãîâ:

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòîâ: 1) ÀÂÖÏ �Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé
øêîëû (2009-2010 ãîäû)� Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò 2.1.1/3927) è 2) ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè� íà 2009-2013 ãîäû (ïðîåêò ÍÊ-13Ï-13).
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Øàã 1. Ïîëîæèì p = 1 è âîçüì¼ì â ìíîæåñòâå K ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
Kp = {x(p)

1 < x
(p)
2 < ... < x

(p)
N } èç N ýëåìåíòîâ.

Øàã 2. Èç íåëèíåéíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî a0, . . . , am, b0, . . . , bn è h
m∑

i=0

ai(x
(p)
k )i

/ n∑
j=0

bj(x
(p)
k )j − f(x

(p)
k ) = (−1)kh(p), k = 1, ..., N,

íàéäåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Rp(x) =
m∑

i=0

aix
i
/ n∑

j=0

bjx
j è ÷èñëî h(p).

Øàã 3. Ïîëîæèì rp(x) = Rp(x)− f(x) è âû÷èñëèì h̄(p) = max
x∈K
|rp(x)|.

Åñëè h̄(p) = h(p), òî ïî òåîðåìå À äðîáü Rp(x) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì
íà ìíîæåñòâå K, ðàáîòà àëãîðèòìà óñïåøíî çàâåðøåíà.
Øàã 4. Åñëè h̄(p) > h(p), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ K, òàêàÿ ÷òî |rp(x∗)| = h̄(p).

Âîçüì¼ì â ìíîæåñòâå K íîâîå ïîäìíîæåñòâî Kp+1 = {x(p+1)
1 < x

(p+1)
2 < ... < x

(p+1)
N },

òàêîå ÷òî sign(rp(x
(p+1)
k+1 )) = −sign(rp(x

(p+1)
k )) ïðè k = 1, . . . , N − 1, |rp(x

(p+1)
k )| > |h(p)|

ïðè k = 1, . . . , N , à òàêæå max
16k6N

|rp(x
(p+1)
k ))| = h̄(p). (Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, íàïðèìåð,

çàìåíèâ îäíó èç òî÷åê ìíîæåñòâà Kp íà x∗.) Óâåëè÷èì p íà 1 è ïåðåéä¼ì ê øàãó 2.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò íåëüçÿ áóäåò ñäåëàòü øàã 2, òî àëãîðèòì
íå äàñò ðåçóëüòàòà. Èíà÷å â èòîãå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé R1, R2, .... Îíà, êàê ïîêàçàë Ðàëüñòîí â [7], â ñëó÷àå êîãäà
ìíîæåñòâî K1 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ìíîæåñòâó òî÷åê K0 = {x1, . . . , xN} èç òåîðåìû
À, áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íàèëó÷øåìó ðàöèîíàëüíîìó ïðèáëèæåíèþ R∗.

Èòàê, â îäíîì èç øàãîâ àëãîðèòìà Ðåìåçà òðåáóåòñÿ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå K0,
îáðàçîâàííîì N = m + n + 2 − d òî÷êàìè, íàéòè ÍÐÐÏ èç êëàññà RK0+

m,n . Äëÿ ýòîãî
è ïðåäíàçíà÷åí àëãîðèòì Âåðíåðà (ñì., íàïðèìåð, [8]).

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà Âåðíåðà
Ïóñòü N = m + n + 2, â òî÷êàõ x1 < ... < xN îïðåäåëåíà âåùåñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ f . Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü R∗(x) =
m∑

i=0

aix
i/

n∑
j=0

bjx
j, òàê ÷òîáû

íà ìíîæåñòâå K0 = {x1, . . . , xN} îíà äàâàëà (äèñêðåòíîå) ÍÐÐÏ èç êëàññà RK0+
m,n .

Ïî òåîðåìå À ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå ðàâåíñòâ:

m∑
i=0

aix
i
k

/
n∑

j=0

bjx
j
k − f(xk) = (−1)kh, k = 1, ..., N, (2)

ãäå h = ε0 max
16k6N

|R∗(xk)− f(xk)|.
Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè h è êîýôôèöèåíòîâ a0, ..., am;b0, ..., bn òàêèõ,

÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå (2), è ÷òîáû çíàìåíàòåëü Qn(x) =
n∑

j=0

bjx
j áûë

ïîëîæèòåëåí â òî÷êàõ x1, . . . , xN .
Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (2) íà çíàìåíàòåëü è ïåðåíåñÿ âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì:

m∑
i=0

aix
i
k +

n∑
j=0

bjx
j
k((−1)k+1h− f(xk)) = 0, k = 1, ..., N. (3)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì h ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò íåòðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ îïðåäåëèòåëü Dn+1(h) ðàâåí 0.
Ïîñêîëüêó h âõîäèò ëèøü â ïîñëåäíèå n + 1 ñòîëáöîâ å¼ ìàòðèöû, òî îïðåäåëèòåëü
Dn+1(h) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n+1 îò h. Âñå åãî êîðíè h1, ..., hn+1, êàê äîêà-
çàë Âåðíåð (ñì. [8], ñòð. 334), âåùåñòâåííû. Íàçîâåì èõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.
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Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ hs (s = 1, ..., n + 1), ðåøàÿ ñèñòåìó (3) ïðè
h = hs, ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû a0,hs , ..., am,hs , b0,hs , ..., bn,hs è ìíîãî÷ëåíû

Pm,hs(x) =
m∑

i=0

ai,hsx
i, Qn,hs(x) =

n∑
j=0

bj,hsx
j.

Ïðåäëîæåíèå. (Ñð. [9], ñòð. 261; [10], ñòð. 115.) Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ hs, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Qn,hs ïîëîæèòåëåí
âî âñåõ òî÷êàõ x1, ..., xN .
Çàìå÷àíèå 3. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íè îäíîìó èç h1, ..., hn+1 íå ñîîòâåòñòâî-

âóåò ìíîãî÷ëåí Qn,hs , ïîëîæèòåëüíûé âî âñåõ òî÷êàõ x1, ..., xN . Íàïðèìåð, òàê áóäåò,
åñëè m = 0, è çíà÷åíèÿ f(x1), ..., f(xN) ìåíÿþò çíàê áîëüøå îäíîãî ðàçà. Ìàýëè ([9],
ñòð. 262) ïðèâåë ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè äëÿ x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1; f(x) = x;
m = 0, n = 1. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà, äàæå åñëè âñå çíà÷åíèÿ f(x1), ..., f(xN)
ïîëîæèòåëüíû.
Çàìå÷àíèå 4. Åñëè âñ¼ æå ñóùåñòâóåò hs, äëÿ êîòîðîãî ìíîãî÷ëåí Qn,hs ïî-

ëîæèòåëåí âî âñåõ òî÷êàõ x1, ..., xN , òî íå îáÿçàòåëüíî ýòî hs èìååò ìèíèìàëüíûé
ìîäóëü ñðåäè h1, ..., hn+1. Ïîäòâåðæäàþùèé ýòî ïðèìåð ïðèâåäåí â [9] (ñòð. 262):
x1 = 1, x2 = 2, x3 = 6; f(x) = (4 + 5x− x2)/2; m = 0, n = 1.

3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà
Ïðèâîäèìàÿ íèæå îñíîâíàÿ òåîðåìà ðàáîòû ïðåäëàãàåò, â ñëó÷àå m = 0, ñïîñîá

âûáîðà òîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ hs, êîòîðîå ïîðîæäàåò ìíîãî÷ëåí Qn,hs , ïîëîæè-
òåëüíûé íà {x1, ..., xN}. Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî d = 0, ïîýòîìó N = n + 2.
Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, çàêëþ÷¼ííîãî â íèõ.
Òåîðåìà. Ïóñòü m = 0, x1 < ... < xn+2, ôóíêöèÿ f âî âñåõ òî÷êàõ x1, ..., xn+2

èìååò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà, h1 < ... < hn+1 � âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è çíà÷åíèå
hs ïîðîæäàåò ïîëîæèòåëüíûé âî âñåõ òî÷êàõ x1, ..., xn+2 ìíîãî÷ëåí Qn,hs . Òîãäà:

1) åñëè f(xk) > 0 ïðè k = 1, ..., n + 2, òî s = [(n + 2)/2];
2) åñëè f(xk) < 0 ïðè k = 1, ..., n + 2, òî s = [(n + 3)/2].
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