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Об обратимости решений линейных однородных
дифференциальных уравнений первого порядка
в банаховых алгебрах
c⃝ О.Е. Галкин1, С.Ю. Галкина2

Аннотация. Работа посвящена изучению некоторых свойств линейных однородных диффе-
ренциальных уравнений первого порядка в банаховых алгебрах. В ней найдено (для некоторых
типов банаховых алгебр), при какой правой части такого уравнения из обратимости начального
условия следует обратимость его решения в любой момент времени. Рассматриваются (ассоци-
ативные) банаховы алгебры над полем действительных или комплексных чисел. Правые части
изучаемых уравнений имеют вид

[
F (t)

](
x(t)

)
, где {F (t)} — непрерывное относительно t ∈ R

семейство ограниченных операторов на алгебре. Задача состоит в том, чтобы для заданной
банаховой алгебры найти все непрерывные семейства ограниченных операторов на ней, сохра-
няющие обратимость элементов из алгебры. В данной статье эта задача решена лишь для трех
случаев. В первом случае алгебра состоит из всех квадратных матриц заданного порядка. Для
этой алгебры показано, что все непрерывные семейства операторов, сохраняющие обратимость
элементов из алгебры в нуле, должны иметь вид [F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), где семейства
{a(t)} и {b(t)} также непрерывны. Во втором случае алгебра состоит из всех непрерывных
функций на отрезке. Для этого случая показано, что все семейства операторов, сохраняющие
обратимость элементов из алгебры в любой момент, должны иметь вид [F (t)](y) = a(t) · y,
где семейство {a(t)} также непрерывно. К третьему случаю относятся те банаховы алгебры,
в которых обратимы все ненулевые элементы. Например, этим свойством обладают алгебра
комплексных чисел и алгебра кватернионов. В этом случае обратимость элементов из алгебры
в любой момент сохраняют любые непрерывные семейства ограниченных операторов. Пред-
лагаемое исследование соприкасается с исследованиями основ квантовой механики. Динамика
квантовых наблюдаемых описывается уравнением Гейзенберга. Полученные результаты явля-
ются косвенным аргументом в пользу того, что известная форма уравнения Гейзенберга —
единственно правильная.
Ключевые слова: линейные однородные дифференциальные уравнения первого порядка в
банаховых алгебрах, сохранение обратимости решений

1. Введение

Статья посвящена изучению некоторых свойств линейных однородных дифферен-
циальных уравнений первого порядка в банаховых алгебрах.

Всюду далее K — это поле вещественных или комплексных чисел; B — (ассоциа-
тивная) банахова алгебра над полем K с единицей E (определение банаховой алгебры
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можно найти, например, в [1–2]). Операция умножения в B будет обозначаться знаком
«·». Элемент y ∈ B называется обратимым, если он имеет обратный элемент y−1 ∈ B
(см. [2]).

В работе найдено (для некоторых типов банаховых алгебр), при какой правой части
линейного однородного дифференциального уравнения первого порядка из обратимо-
сти начального условия следует обратимость решения в любой момент времени.

Для более точной формулировки постановки задачи и полученных результатов да-
лее в разделах 1.1.–1.3. напоминаются некоторые известные факты относительно ли-
нейных дифференциальных уравнений в банаховых алгебрах (см., например, [3–4]).

1.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка с правой частью вида a(t) · x(t) или x(t) · b(t)

Пусть задано семейство {a(t)}t∈R элементов из B, непрерывное относительно t. То-
гда можно задать новое двухпараметрическое семейство {La(t, s)}t,s∈R элементов из B
с помощью следующего ряда:

La(t, s) = E+

∞∑
n=1

∫ t

s

a(tn)·
(∫ tn

s

a(tn−1)·. . .·
(∫ t3

s

a(t2)·
(∫ t2

s

a(t1)dt1

)
dt2

)
. . . dtn−1

)
dtn. (1.1)

Непосредственная проверка показывает, что при любом s ∈ R семейство x(t) = La(t, s),
где t ∈ R, является решением дифференциального уравнения

d

dt
x(t) = a(t) · x(t)

с начальным условием x(s) = E. Такое решение единственно (см., например, [3–4]).
Аналогично, если задано семейство {b(t)}t∈R элементов из B, также непрерыв-

ное относительно t, то по нему можно построить двухпараметрическое семейство
{Ra(t, s)}t,s∈R элементов из B с помощью ряда

Rb(t, s) = E+

∞∑
n=1

∫ t

s

(∫ tn

s

. . .
(∫ t3

s

(∫ t2

s

b(t1)dt1

)
· b(t2)dt2

)
· . . . · b(tn−1)dtn−1

)
· b(tn)dtn.

При любом s ∈ R семейство x(t) = Rb(t, s), где t ∈ R, является единственным решением
дифференциального уравнения

d

dt
x(t) = x(t) · b(t)

с начальным условием x(s) = E.

1.2. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка в пространстве операторов

Пространство всех линейных ограниченных операторов на B, наделенное равномер-
ной операторной нормой, будет обозначаться через L(B,B). Это пространство тоже яв-
ляется банаховой алгеброй (см. [2]). Тождественный оператор на B будет обозначаться
символом I, а композиция операторов P и Q из L(B,B) — через P ◦Q.

Пусть {F (t)}t∈R — непрерывное семейство операторов наB из класса L(B,B). Тогда,
в силу сказанного в разделе 1.1., при любом s ∈ R единственным решением дифферен-
циального уравнения

d

dt
X(t) = F (t) ◦X(t), t ∈ R, (1.2)
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с начальным условием X(s) = I является семейство операторов X(t) = LF (t, s), где
t ∈ R, определяемое следующим рядом, аналогичным (1.1):

LF (t, s) = I+

+
∑∞

n=1

∫ t

s
F (tn) ◦

(∫ tn
s
F (tn−1) ◦ . . . ◦

(∫ t3
s
F (t2) ◦

(∫ t2
s
F (t1)dt1

)
dt2

)
. . . dtn−1

)
dtn.

Отсюда вытекает, что для любого начального условия xs ∈ B единственным решением
задачи Коши

d

dt
x(t) =

[
F (t)

](
x(t)

)
, x(s) = xs, (1.3)

является семейство x(t) = [LF (t, s)](x
s), где t ∈ R (см., например, [3–4]).

1.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка c правой частью вида a(t) · x(t) + x(t) · b(t)

Здесь будет рассмотрен важный частный случай, когда в (1.3) операторы F (t) при
всех t ∈ R имеют вид

[F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), y ∈ B, (1.4)

где {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R — непрерывные семейства элементов из B. В этом случае
задача Коши (1.3) примет вид

d

dt
x(t) = a(t) · x(t) + x(t) · b(t), x(s) = xs. (1.5)

Как отмечено в разделе 1.2., данная задача при любых s ∈ R и xs ∈ B имеет единствен-
ное решение. Непосредственная проверка показывает, что это решение можно записать
в виде

x(t) = La(t, s) · xs ·Rb(t, s), t ∈ R. (1.6)

Отсюда вытекает, в частности, что единственным решением задачи Коши

d

dt
x(t) = a(t) · x(t)− x(t) · a(t), x(s) = E, (1.7)

является семейство x(t) = La(t, s) · R−a(t, s), t ∈ R. Поскольку, очевидно, семейство
x(t) ≡ E также является решением задачи (1.7), то La(t, s) · R−a(t, s) = E для любых
t, s ∈ R. Следовательно, при всех t, s ∈ R выполняются равенства [La(t, s)]

−1 = R−a(t, s)
и [Rb(t, s)]

−1 = L−b(t, s). Отсюда и из (1.6) вытекает, что если элемент xs имеет обрат-
ный в B, то при любом t ∈ R решение x(t) задачи Коши (1.5) также обратимо. При
этом обратный к x(t) элемент имеет вид

[x(t)]−1 = [Rb(t, s)]
−1 · (xs)−1 · [La(t, s)]

−1 = L−b(t, s) · (xs)−1 ·R−a(t, s).

1.4. О семействах операторов, сохраняющих обратимость элементов бана-
ховой алгебры

О п р е д е л е н и е 1.1 Пусть B — банахова алгебра, {F (t)}t∈R — непрерыв-
ное семейство операторов из класса L(B,B).

1. Говорят, что семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость элементов из B
в любой момент, если при любом s ∈ R для всякого обратимого элемента xs ∈ B
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решение {x(t)}t∈R задачи Коши (1.3) обратимо в B (то есть элемент x(t) ∈ B имеет
обратный элемент в B) при всех t ∈ R.

2. Говорят, что семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость элементов из B
в нуле, если при s = 0 для всякого обратимого элемента x0 ∈ B решение x(t) задача
Коши (1.3) обратимо в B при всех t ∈ R.

Из этого определения вытекает, что если семейство {F (t)}t∈R, лежащее в L(B,B),
сохраняет обратимость элементов из B в любой момент, то оно сохраняет обратимость
элементов из B и в нуле.

Из сказанного в разделе 1.3. и из определения 1.1 сразу следует предложение:

П р е д л о ж е н и е 1.1 Все семейства операторов вида (1.4), где {a(t)}t∈R
и {b(t)}t∈R — непрерывные семейства элементов из B, сохраняют обратимость эле-
ментов из B в любой момент.

1.5. Актуальность темы

В настоящее время линейные дифференциальные уравнения в банаховых алгебрах
по-прежнему привлекают внимание ученых (см., например, [5–7]).

Предложенное исследование соприкасается с исследованиями основ квантовой ме-
ханики. Ее основные положения были сформулированы еще в начале XX-го века. Тем
не менее, специалисты продолжают изучение вопроса о том, насколько современная
форма квантовой механики является единственно возможной или необходимой (см.,
например, [8–9]). Рассматриваемое в работе свойство сохранения обратимости важно,
например, при изучении динамики физических величин в квантовой механике.

Известно (см., например, [10]), что в квантовой механике каждой физической вели-
чине (называемой также наблюдаемой) в каждый момент времени t соответствует са-
мосопряженный оператор X(t) на некотором гильбертовом пространстве. В частности,
энергии квантовой системы соответствует оператор Ĥ(t), называемый квантовым га-
мильтонианом. Динамика квантовых наблюдаемых X(t) описывается уравнением Гей-
зенберга, имеющим следующий вид, аналогичный (1.5) (см., например, [10]):

d

dt
X(t) =

( i
h
Ĥ(t)

)
·X(t)−X(t) ·

( i
h
Ĥ(t)

)
, (1.8)

где h — постоянная Планка. Если существует оператор [X(0)]−1, то он тоже соответ-
ствует некоторой квантовой наблюдаемой. Поэтому важно, чтобы из существования
[X(0)]−1 следовало существование [X(t)]−1 в любой момент времени t. Иначе получит-
ся, что физическая величина [X(t)]−1 существует в момент t = 0, но не существует
при некотором t ̸= 0. Опираясь на это требование, можно попробовать обосновать вид
уравнения Гейзенберга (1.8), предположив, что динамика квантовых наблюдаемыхX(t)
описывается линейным дифференциальным уравнением

d

dt
X(t) =

[
F (t)

](
X(t)

)
, (1.9)

где {F (t)}t∈R — некоторое семейство линейных операторов, действующих в простран-
стве квантовых наблюдаемых. При этом из обратимости наблюдаемой X(0) должна
следовать обратимость наблюдаемых X(t) для любого t ∈ R. Как, в таком случае,
должны выглядеть операторы F (t)? Теоремы 2.1 и 3.1 являются косвенным аргумен-
том в пользу того, что операторы F (t) должны выглядеть именно так, как в уравнении
Гейзенберга (1.8).
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1.6. Постановка задачи

Задача состоит в том, чтобы для заданной банаховой алгебры B найти в классе
L(B,B) все непрерывные семейства операторов {F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость
элементов из B (в нуле или в любой момент).

Ввиду предложения 1.1, эта задача эквивалентна следующему вопросу: какие непре-
рывные семейства операторов {F (t)}t∈R из класса L(B,B), кроме семейств вида (1.4),
сохраняют обратимость элементов из B (в нуле или в любой момент)?

1.7. Краткая формулировка результатов и перспективы исследований

В данной статье решение задачи, поставленной в предыдущем разделе, найдено
лишь для трех случаев.

В первом случае B — это алгебра Mn(K) всех квадратных матриц заданного по-
рядка n ∈ N с элементами из K. Для этой алгебры показано (теорема 2.1), что все
непрерывные семейства операторов {F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость элементов из
B в нуле, обязательно должны иметь вид (1.4), где семейства {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R тоже
непрерывны.

Во втором из рассмотренных случаев B — это банахова алгебра C([0; 1],K) всех
K-значных непрерывных функций на отрезке [0; 1], наделенная равномерной нормой
∥x∥∞ = maxα∈[0;1] |x(α)| (см. [2]). Эта алгебра коммутативна, и в ней обратимы все
функции, не обращающиеся в ноль на [0; 1]. Для этого случая удалось исследовать
лишь непрерывные семейства операторов, сохраняющие обратимость элементов из B
в любой момент. Показано (теорема 3.1), что все такие семейства должны иметь вид
[F (t)](y) = a(t) · y, y ∈ B, где семейство {a(t)}t∈R элементов из B также непрерыв-
но. Ввиду коммутативности алгебры C([0; 1],K) это равносильно тому, что семейства
{F (t)}t∈R имеют вид (1.4).

К третьему случаю были отнесены те банаховы алгебры, в которых обратимы все
ненулевые элементы. Например, такими алгебрами являются алгебра C комплексных
чисел и алгебра H кватернионов (см., например, [11]). В этом случае обратимость
элементов из B в любой момент сохраняют все непрерывные семейства операторов
{F (t)}t∈R из класса L(B,B), а не только те, которые имеют вид (1.4) (теорема 4.1).

Операторы, соответствующие квантово-механическим наблюдаемым, обычно
неограничены. Поэтому для строгого доказательства того, что вид (1.8) уравнений
Гейзенберга является единственно правильным, необходимо расширить полученные ре-
зультаты на случай неограниченных операторов. Помимо этого, видимо, нужно будет
ответить на вопрос, как должны выглядеть операторы F (t) в (1.9), чтобы из самосо-
пряженности X(0) следовала самосопряженность X(t) для любого t ∈ R. Кроме того,
было бы интересно распространить результат теоремы 3.1 на семейства операторов
{F (t)}t∈R, сохраняющие обратимость в нуле.

2. Семейства операторов в пространстве матриц, сохраняющие
их обратимость в нуле

Пусть n есть некоторое натуральное число, K — поле вещественных либо комплекс-
ных чисел. Через Mn(K) будет обозначаться банахова алгебра всех квадратных матриц
порядка n с обычным матричным умножением и операторной нормой, задаваемой фор-
мулой ∥x∥ = supκ∈Kn,∥κ∥2=1 ∥x ·κ∥2, где ∥κ∥2 — это евклидова норма элемента κ ∈ Kn.
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Т е о р е м а 2.1 Любое непрерывное семейство линейных операторов
{F (t)}t∈R, сохраняющее обратимость элементов из Mn(K) в нуле, обязательно
имеет вид (1.4), где {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R — некоторые непрерывные семейства
матриц из Mn(K).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Сначала будет доказано, что если семейство операторов
{F (t)}t∈R сохраняет обратимость матриц в нуле, то оно сохраняет их обратимость в лю-
бой момент. Для этого достаточно показать, что для любого s ∈ R и любой обратимой
матрицы xs матрица [LF (0, s)](x

s) также обратима.
Так как семейство {F (t)}t∈R сохраняет обратимость в нуле, то из обратимости мат-

рицы x0 = [LF (0, s)](x
s) следует обратимость матрицы xs = [LF (s, 0)](x

0). Отсюда
вытекает, что если detxs равен нулю, то и detx0 = det[LF (0, s)](x

s) также есть ноль.
Величины detxs и det[LF (0, s)](x

s), как функции от матрицы xs, являются однород-
ными полиномами степени n от ее элементов xsij , где i, j = 1, . . . , n. Если взять произ-
вольные индексы k,m ∈ {1, . . . , n} и поделить det[LF (0, s)](x

s) с остатком на detxs как
полиномы от xskm, то получится равенство:

det[LF (0, s)](x
s) = Qkm(s, xs) · detxs + Pkm(s, xs). (2.1)

При каждом s ∈ R здесь Qkm(s, xs) — однородная степени 0 рациональная функция от
элементов матрицы xs со знаменателем, не зависящим от xskm, а Pkm(s, xs) — однород-
ная степени n рациональная функция от элементов матрицы xs, не зависящая от xskm.
Пусть Mij(x

s) означает минор элемента xsij при любых i, j ∈ {1, . . . , n}. Определитель
detxs можно разложить по строке с номером k:

detxs = (−1)k+1xsk1Mk1(x
s) + . . .+ (−1)k+mxkmMkm(xs) + . . .+ (−1)k+nxknMkn(x

s).

Отсюда видно, что при отличном от нуля миноре Mkm(xs) можно так подобрать значе-
ние xskm, что detxs обратится в ноль. При таком выборе, в силу вышесказанного, станет
равным нулю det[LF (0, s)](x

s), а также, согласно равенству (2.1), величина Pkm(s, xs).
Поэтому произведение Mkm(xs) · Pkm(s, xs) однородных рациональных функций от xs
есть тождественный ноль. Значит, Pkm(s, xs) ≡ 0, поскольку Mk1(x

s) не равно нулю
тождественно (это можно доказать по индукции). Теперь из (2.1) следует равенство
det[LF (0, s)](x

s)/detxs = Qkm(s, xs).
Итак, получается, что при любых индексах k,m ∈ {1, . . . , n} знаменатель отноше-

ния det[LF (0, s)](x
s)/ detxs не зависит от xskm. Следовательно, это отношение вообще

не зависит от xs. Таким образом, верно равенство det[LF (0, s)](x
s) = Q(s) · detxs, в

котором Q(s) ∈ K при каждом s ∈ R. Поскольку оператор LF (0, s) является взаимно-
однозначным (см. раздел 1.3.), то Q(s) отлично от нуля. Поэтому если матрица xs

обратима, то матрица [LF (0, s)](x
s) также обратима.

2) Теперь будет показано, что любое семейство, сохраняющее обратимость элементов
из Mn(K) в любой момент, имеет вид (1.4). Для этого будет применен метод от против-
ного. Пусть непрерывное семейство линейных операторов {F (t)}t∈R не представляется
в виде (1.4) при каком-либо s ∈ R. Нужно доказать, что тогда найдутся такая обра-
тимая матрица xs и такое t ∈ R, что в момент t решение x(t) = [LF (t, s)](x

s) задачи
Коши (1.3) будет необратимо.

Для любой матрицы xs ∈ Mn(K) элементы матрицы [F (t)](xs) будут обозначаться
через [F (t)](xs)ij , где i, j ∈ {1, . . . , n}. Если оператор F (t) имеет вид (1.4), то

[F (t)](xs)ij =

n∑
k=1

aik(t)x
s
kj +

n∑
l=1

xsilblj(t).
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Следовательно, F (t) можно задать формулой (1.4) тогда и только тогда, когда эле-
менты [F (t)](xs)ij , как функции от матрицы xs, являются линейными комбинациями
элементов строки с номером i и столбца с номером j при всех i, j ∈ {1, . . . , n} и любом
t ∈ R. Если это не так, то при некоторых p, q ∈ {1, . . . , n} и s ∈ R в выражение для
[F (s)](xs)pq обязательно войдет линейный член, содержащий элемент xskl с индексами
k ̸= p и l ̸= q. Без ограничения общности можно считать, что p = q = 1 и k = l = 2.
Таким образом, будет верно равенство:

[F (s)](xs)11 = C · xs22 + θ22(x
s), (2.2)

где C ̸= 0 — некоторая константа из K, а θ22(xs) — линейный функционал на M(K, n),
не зависящий от xs22. Тогда из уравнения (1.3) ввиду непрерывности F (t) получим:

x(t) = [LF (t, s)](x
s) = xs +∆t ·

(
[F (s)](xs) + [φ∆t)](xs)

)
, (2.3)

где ∆t = t− s и нормы операторов φ(∆t) стремятся к нулю при ∆t→ 0.
Пусть матрица xs состоит из четырех блоков:

xs =

(
A2×2 02×(n−2)

0(n−2)×2 En−2

)
, где A2×2 =

(
α∆t 0
0 β

)
. (2.4)

Здесь 02×(n−2) и 0(n−2)×2 — нулевые матрицы соответствующих размеров, En−2 — еди-
ничная матрица порядка (n− 2), α и β — некоторые числа из K. Тогда, в силу формул
(2.2), (2.3) и (2.4), верны равенства

x22(t) = β +∆t · [ψ22(∆t)](α, β);

xii(t) = 1 +∆t · [ψii(∆t)](α, β) при i = 3, . . . , n;

xij(t) = ∆t · [ψij(∆t)](α, β) при i, j = 1, . . . , n, i ̸= j;

x11(t) = ∆t ·
(
α+ C · β + C1 + [ψ11(∆t)](α, β)

)
;

где C ̸= 0 и C1 — некоторые константы из K, а функции [ψij(∆t)](α, β), линейно за-
висящие от α и β, стремятся к нулю при ∆t → 0 равномерно по α и β из любого
ограниченного множества в K. Из последних формул получим, что

detx(s+∆t) = ∆t ·
(
α+ C · β + C1 + [ψ(∆t)](β)

)
,

где функция [ψ(∆t)](β) является аналитической относительно β и при ∆t → 0 стре-
мится к нулю равномерно по β из любого ограниченного множества в K.

Пусть α = −C1 − |C1| − 2. Тогда α ̸= 0, и из предыдущего равенства вытекает:

detx(s+∆t) = ∆t ·
(
C · β − |C1| − 2 + [ψ(∆t)](β)

)
. (2.5)

Если K = C, то пусть S — окружность радиуса 1/|C| с центром в точке (2+ |C1|)/C.
Тогда будут иметь место следующие два свойства:

а) для всех β ∈ S выполняется равенство
∣∣C · β − |C1| − 2

∣∣ = 1;
б) для всех β, находящихся на S или внутри S, верно неравенство |β| > 1/|C|.
Число ∆t > 0 можно выбрать настолько малым, чтобы величина [ψ(∆t)](β) в правой

части (2.5) по модулю не превосходила 1/2 при всех β ∈ S. В таком случае из (2.5) в
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силу теоремы Руше будет следовать, что внутри S найдется такое число β0, что при
β = β0 величина detx(s+∆t) обратится в ноль. При этом в β0 ̸= 0 по пункту б).

В случае K = R наличие такого числа β0 ̸= 0 вытекает, в силу выбора числа ∆t, из
противоположности знаков определителя detx(s+∆t) при β = (2 + |C1| ± 1)/C.

Итак, если взять в качестве xs обратимую матрицу (2.4), где α = −C1−|C1|−2 ̸= 0
и β = β0 ̸= 0, то в момент t = s+∆t получится необратимая матрица x(t).

3) Из доказанного в пунктах 1) и 2) вытекает, что любое непрерывное семейство
линейных операторов {F (t)}t∈R, сохраняющее обратимость элементов из Mn(K) в нуле,
должно иметь вид (1.4) для некоторых семейств матриц {a(t)}t∈R и {b(t)}t∈R. Остается
показать, что эти семейства матриц можно выбрать непрерывными.

Поскольку равенство (1.4) выполняется для семейств a(t) и b(t), то оно будет вер-
ным также для семейств ã(t) = a(t) − a11(t) · I и b̃(t) − a11(t) · I, так как единичная
матрица I коммутирует со всеми остальными матрицами. При этом для всех t ∈ R
будет выполнено условие ã11(t) = 0. Теперь достаточно доказать, что из этого условия,
непрерывности семейства {F (t)}t∈R и равенства

[F (t)](y) = ã(t) · y + y · b̃(t), y ∈ B, (2.6)

следует непрерывность семейств {ã(t)}t∈R и {b̃(t)}t∈R.
Из непрерывности семейства {F (t)}t∈R и равенства (2.6) следует, что элементы мат-

рицы [F (t)](y) при любых i, j ∈ {1, . . . , n} непрерывны по t и имеют вид

[F (t)](y)ij =

n∑
k=1

ãik(t)ykj +

n∑
l=1

yilb̃lj(t). (2.7)

Пусть для произвольных индексов p, q ∈ {1, . . . , n} матрица y ∈Mn(K) задана так, что
все ее элементы равны нулю, кроме одного элемента ypq = 1. Тогда при i = p и j = q

из равенства (2.7) получится, что [F (t)](y)pq = ã(t)pp + b̃(t)qq. Так как ã(t)11 ≡ 0, то
отсюда следует непрерывность элементов b̃(t)qq при всех q = 1, . . . , n. Поэтому при всех
p = 1, . . . , n элементы ã(t)pp также непрерывны. Если же взять i = p, но j ̸= q, то
из (2.7) вытекает, что [F (t)](y)pj = b̃qj(t). Следовательно, элементы b̃(t)qj непрерывны
при всех различных q, j ∈ {1, . . . , n}. Аналогично, при i ̸= p и j = q из равенства (2.7)
следует непрерывность элементов ã(t)ip при всех различных i, p ∈ {1, . . . , n}.

Итак, все элементы матриц из семейств {ã(t)}t∈R и {b̃(t)}t∈R непрерывны, а значит
и сами эти семейства непрерывны.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Семейства операторов в пространстве непрерывных функций
на отрезке, сохраняющие их обратимость в любой момент

Т е о р е м а 3.1 Пусть B есть банахова алгебра C([0, 1],K) всех функций,
непрерывных на отрезке [0, 1] и принимающих значения в K, наделенная равномер-
ной нормой ∥x∥∞ = maxα∈[0;1] |x(α)|, с поточечным умножением. Тогда любое непре-
рывное семейство операторов {F (t)}t∈R из класса L(B,B), сохраняющее обратимость
элементов из B в любой момент, обязательно имеет вид[

F (t)
]
(y) = a(t) · y, y ∈ B, (3.1)

где {a(t)}t∈R — некоторое непрерывное семейство функций из B.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве будет применен метод от противного.
Пусть при некотором t = s ∈ R оператор F (t) нельзя записать в виде (3.1). Нужно пока-
зать, что тогда семейство операторов {F (t)}t∈R не может сохранять обратимость в каж-
дой точке. Для этого достаточно найти такую обратимую функцию xs из C([0, 1],K),
что при некотором t ∈ R решение x(t) задачи Коши (1.3) будет необратимым, то есть
будет обращаться в ноль хотя бы в одной точке α ∈ [0, 1].

Согласно тереме Рисса (см., например, [12–13]), любой непрерывный линейный
функционал на C([0, 1],R) можно записать через интеграл Стилтьеса по некоторой
функции с ограниченным изменением (вариацией). В то же время, любая функция
с ограниченным изменением является разностью двух неубывающих функций ([12]),
каждая из которых порождает счетно-аддитивную меру Лебега-Стилтьеса (см. [12]).
Таким образом, любой непрерывный линейный функционал на C([0, 1],K) можно пред-
ставить в виде интеграла по некоторой счетно-аддитивной (возможно, комплексной)
борелевской мере. Отсюда следует, что существует такое семейство мер µt,α(dβ) (воз-
можно, комплексных) на [0, 1], где t ∈ R, α ∈ [0, 1], что [F (t)](y)(α) =

∫ 1

0
y(β)µt,α(dβ)

при любом y ∈ B.
Возможность записать оператор F (t) в виде (3.1) равносильна тому, что семейство

мер µt,α(dβ) имеет следующий вид: µt,α(dβ) = [a(t)](α) · δ(dβ − α), где δ(dβ − α) — это
δ-мера на [0, 1], сосредоточенная в точке α. В противном случае должны найтись число
s ∈ R, точка α0 ∈ [0, 1] и подмножество D ⊂ [0, 1], такие что D не содержит точку α0 и
µs,α0(D) ̸= 0. При этом можно считать, что подмножество D также является отрезком.
Тогда, согласно (1.3), будет верно равенство:

[x(t)](α0) = [xs(t)](α0) + ∆t ·
(∫ 1

0

xs(β)µs,α0(dβ) + [φ(∆t)](xs)
)
, (3.2)

где ∆t = t− s и нормы линейных операторов φ(∆t) стремятся к нулю при ∆t→ 0.
Для любого ∆t ∈ R \ {0} и любого γ ∈ K, такого что Re(γ) > 0, можно построить

непрерывную кусочно-линейную функцию xs на отрезке [0; 1] так, чтобы выполнялись
следующие четыре условия:

а) xs(α0) = 2|∆t|;
б) xs(β) = γ при β ∈ D;
в)
∣∣∣ ∫D̃ xs(β)µs,α0

(dβ)
∣∣∣ 6 |∆t|, где D̃ = [0, 1] \ (D ∪ {α0});

г) функция xs обратима, т. е. не обращается в ноль на [0, 1].
Пусть, кроме того, sign(∆t) = − sign(µs,α0

(D)). Тогда из (3.2) получим, что

[x(s+∆t)](α0) = |∆t| ·
(
2− γ · |µs,α0

(D)|+ [ψ(∆t)](γ)
)
, (3.3)

где функция [ψ(∆t)](γ) является аналитической относительно γ и при ∆t→ 0 стремит-
ся к нулю равномерно по γ из любого ограниченного множества.

Если K = C, то пусть S — окружность радиуса 1/|µs,α0
(D)| с центром в точке

2/|µs,α0
(D)|. Тогда будут выполняться следующие условия:

а) для всех γ ∈ S имеет место равенство
∣∣2− γ · |µs,α0(D)|

∣∣ = 1;
б) для всех γ, находящихся на S или внутри S, верны неравенства Re(γ) > 0 и

|γ| > 1/|µs,α0
(D)|.

Число ∆t можно выбрать настолько малым по модулю, чтобы величина
∣∣[ψ(∆t)](γ)∣∣

в правой части (3.3) не превосходила 1/2 при всех γ ∈ S. Поскольку внутри S функция
f(γ) = 2−γ · |µs,α0

(D)| имеет единственный корень, то согласно теореме Руше функция(
2− γ|µs,α0

(D)|+ [ψ(∆t)](γ)
)

также имеет внутри S один корень. А это означает, что
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при некотором значении γ величина [x(s+∆t)](α0) обращается в ноль, то есть функция
x(s+∆t) необратима.

В случае K = R наличие числа γ ∈ R, для которого [x(s +∆t)](α0) = 0, следует из
противоположности знаков величины [x(s + ∆t)](α0) при γ = 1/|µs,α0

(D)| и при γ =
= 3/|µs,α0(D)|.

Непрерывность семейства {a(t)}t∈R в (3.1) следует из непрерывности семейства
{F (t)}t∈R и равенства a(t) = [F (t)](1), вытекающего из (3.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

4. Семейства операторов, сохраняющие обратимость в нуле, в
банаховых алгебрах с одним необратимым элементом

В данном параграфе рассматриваются семейства операторов в таких банаховых ал-
гебрах, где единственным необратимым элементом является ноль. К алгебрам такого
типа относятся, например, поле C комплексных чисел, а также алгебра кватернионов
H с обычной евклидовой нормой.

Т е о р е м а 4.1 Пусть в банаховой алгебре B обратимы все элементы, кро-
ме нулевого. Тогда любое непрерывное семейство линейных операторов {F (t)}t∈R из
класса L(B,B) сохраняет обратимость элементов из B в любой момент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку все ненулевые элементы из B обратимы,
то, с учетом определения 1.1, достаточно при всех s ∈ R доказать, что для любого
ненулевого элемента xs ∈ B решение x(t) = [LF (t, s)](x

s) задачи Коши (1.3) отлично от
нуля при каждом t ∈ R.

Согласно сказанному в разделе 1.3., при всех t, s ∈ R оператор LF (t, s) имеет обрат-
ный оператор R−F (t, s). Поэтому LF (t, s) переводит в ноль только нулевые элементы.
Следовательно, если xs отлично от нуля, то x(t) = [LF (t, s)](x

s) также отлично от нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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On the invertibility of solutions of first order linear
homogeneous differential equations in Banach algebras
c⃝ O.E. Galkin1, S. Yu. Galkina2

Abstract. This work is devoted to the study of some properties of linear homogeneous differential
equations of the first order in Banach algebras. It is found (for some types of Banach algebras), at
what right-hand side of such an equation, from the invertibility of the initial condition it follows the
invertibility of its solution at any given time. Associative Banach algebras over the field of real or
complex numbers are considered. The right parts of the studied equations have the form

[
F (t)

](
x(t)

)
,

where {F (t)} is a family of bounded operators on the algebra, continuous with respect to t ∈ R. The
problem is to find all continuous families of bounded operators on algebra, preserving the invertibility
of elements from it, for a given Banach algebra. In the proposed article, this problem is solved for
only three cases. In the first case, the algebra consists of all square matrices of a given order. For this
algebra, it is shown that all continuous families of operators, preserving the invertibility of elements
from the algebra at zero must be of the form [F (t)](y) = a(t) · y + y · b(t), where the families {a(t)}
and {b(t)} are also continuous. In the second case, the algebra consists of all continuous functions on
the segment. For this case, it is shown that all families of operators, preserving the invertibility of
elements from the algebra at any time must be of the form [F (t)](y) = a(t)·y, where the family {a(t)}
is also continuous. The third case concerns those Banach algebras in which all nonzero elements are
invertible. For example, the algebra of complex numbers and the algebra of quaternions have this
property. In this case, any continuous families of bounded operators preserves the invertibility of
the elements from the algebra at any time . The proposed study is in contact with the research of
the foundations of quantum mechanics. The dynamics of quantum observables is described by the
Heisenberg equation. The obtained results are an indirect argument in favor of the fact, that the
known form of the Heisenberg equation is the only correct one.
Key Words: first-order linear homogeneous differential equations in Banach algebras, preserving
the invertibility of solutions
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