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Энергетическая функция для динамических систем является естественным обоб-
щением функции энергии для диссипативных физических систем. Однако в случае
дискретных динамических систем, в отличие от непрерывных, такая функция суще-
ствует не всегда даже для систем с регулярной динамикой. Настоящая работа поc-
вящена исследованию существования и построению (в случае существования) энер-
гетической функции у Ω-устойчивых диффеоморфизмов с хаотическим поведением,
обусловленным наличием нетривиальных (отличных от периодической орбиты) базис-
ных множеств.

ПустьM — гладкое компактное ориентируемое n-многообразие. Функцией Ляпуно-
ва динамической системы (потока или каскада), заданной наM , называется непрерыв-
ная функция ϕ : M → R, которая постоянна на каждой цепной компоненте системы
и убывает вдоль ее орбит вне цепно рекуррентного множества. В силу результатов Ч.
Конли [5], такая функция существует для любой динамической системы, а сам факт
существования носит название “Фундаментальная теорема динамических систем”. Сле-
дует отметить, что сам Ч. Конли дополнительно требовал, чтобы образ цепно рекур-
рентного множества в силу ϕ был нигде не плотен на прямой, а значения функции ϕ
на различных компонентах цепно рекуррентного множества были различны, и назы-
вал такую функцию полной функцией Ляпунова. Числа, принадлежащие образу цепно
рекуррентного множества, Ч. Конли назвал критическими значениями функции ϕ.

Однако для непрерывной функции ее критическим значением принято называть
образ критической точки (точки, в любой окрестности которой множества уровня не
образуют слоения, гомеоморфного слоению Rn на гиперплоскости коразмерности 1),
которая, вообще говоря, не обязана принадлежать цепно рекуррентному множеству.
В связи с чем, наряду с функцией Ляпунова, используется понятие энергетической
функции, то есть функции Ляпунова, множество критических точек которой совпа-
дает с цепно рекуррентным множеством системы. Заметим, что в гладкой категории
множество критических точек совпадает с множеством точек, в которых градиент об-
ращается в ноль.

Первые результаты по построению энергетической функции принадлежат С. Смей-
лу [17], который в 1961 году доказал существование энергетической функции Морса
у градиентно-подобных потоков. K. Мейер [14] в 1968 году обобщил этот результат,
построив энергетическую функцию Морса-Ботта для произвольного потока Морса-
Смейла.

Как заметил в 1985 году Дж. Фрэнкс [6], применение результатов В. Вильсона [20] к
конструкции К. Конли даёт существование энергетической функции у любого гладкого
потока с гиперболическим цепно рекуррентным множеством. Тогда с помощью над-
стройки можно построить гладкую функцию Ляпунова для любого диффеоморфизма
с гиперболическим цепно рекуррентным множеством. Но, построенная таким образом
функция, может иметь критические точки, которые не являются цепно рекуррентны-
ми и, следовательно, функция Ляпунова не является энергетической. Встает вопрос

1



о том, какие дискретные динамические системы допускают энергетические функции.
Первые результаты в этом направлении были получены Д. Пикстоном в 1977 году, в
своей работе [15] он доказал существование энергетической функции Морса у любого
диффеоморфизма Морса-Смейла на поверхности. Результат Пикстона был обобщен
на Ω-устойчивые 2-диффеоморфизмы с конечным неблуждающим множеством, энер-
гетическая функция Морса для таких диффеоморфизмов была построена в работе
Т. Митряковой, О. Починки, А. Шишенковой [36]. В той же работе [15] Д. Пикстон
построил диффеоморфизм Морса-Смейла на трехмерной сфере, не обладающий энер-
гетической функцией Морса. В работах В. Гринеса, Ф. Лауденбаха, О. Починки [8],
[9] и книге [11] получены необходимые и достаточные условия существования энер-
гетической функции Морса у трехмерных диффеоморфизмов Морса-Смейла. Также
известны примеры диффеоморфизмов Морса-Смейла в размерности n > 3, которые
не обладают энергетической функцией Морса (см., например, [13]).

Из результатов выше следует, что не все диффеоморфизмы даже с регулярной ди-
намикой имеют энергетическую функцию. Тем более удивительным является факт
наличия энергетической функции у некоторых дискретных динамических систем с
хаотическим поведением. В настоящей работе энергетическая функция конструирует-
ся для некоторых классов Ω-устойчивых 2- и 3-диффеоморфизмов с нетривиальными
базисными множествами. Технически построение такой функции базируется на ди-
намических свойствах базисных множеств и процедуре сглаживания непрерывного
отображения.

Работа состоит из восьми глав.
Глава 1 является обзором имеющихся по данной тематике результатов.
В главе 2 формулируются основные результаты работы.
В главе 3 доказывается техническая теорема о сглаживании непрерывной функ-

ции, которая используется в дальнейшем для построения гладких энергетических
функций рассматриваемых классов диффеоморфизмов.

Теорема 1 ([30]∗, Лемма 2.1, [3]∗, Lemma 5). Пусть Mn — гладкое компактное
n-многообразие, K ⊂ Mn — замкнутое подмножество M и U — некоторая замкну-
тая окрестность множества K такая, что K ⊂ int U . Пусть задана непрерывная
сюръективная функция ϕ : U → [0; 1], гладкая на U \ K и ϕ−1(0) = K. Тогда для
любого δ ∈ (0; 1) существует гладкая функция g : [0; 1] → [0; 1], удовлетворяющая
следующим свойствам:

• g′(0) = 0 и g′(c) > 0, ∀c ∈ (0; 1];

• g(c) = c, ∀c ∈ [δ; 1];

• суперпозиция ψ = g ◦ ϕ — гладкая на всём множестве U .

Идея доказательства Теоремы 1 основана на построении искомой функции g мето-
дом разбиения единицы с выполнением условий, необходимых для дифференцируемо-
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сти композиции g ◦ ϕ.
В главе 4 приводятся необходимые для построения энергетических функций свой-

ства нетривиальных базисных множеств. Кроме того, в этой главе рассмотрен класс
S(M2) Ω-устойчивых диффеоморфизмов, заданных на замкнутой ориентируемой по-
верхности M2, все нетривиальные базисные множества которых являются аттракто-
рами или репеллерами. Основным результатом главы является следующая теорема.

Теорема 2 ([28]∗, Теорема 1). Для любого диффеоморфизма f ∈ S(M2) суще-
ствует гладкая энергетическая функция, являющаяся функцией Морса вне нетриви-
альных базисных множеств.

Доказательство Теоремы 2 существенно опирается на существование канонического
носителя у одномерных базисных множеств Ω-устойчивых диффеоморфизмов поверх-
ностей. Идеи построения такого носителя лежат в основе фундаментальной теории
поверхностных базисных множеств, построенной в работах В.З. Гринеса [22, 23], А.Ю.
Жирова [31, 32, 33], Р.В. Плыкина [37]. Вне носителей аттракторов и репеллеров диф-
феоморфизм имеет конечное гиперболическое цепно рекурентное множество. Постро-
ение энергетической функции для регулярных компонент диффеоморфизма основано
на существовании энергетической функции Морса у диффеоморфизмов Морса-Смейла
на поверхностях, доказанном Д. Пикстоном. Результирующая энергетическая функция
является константой на одномерных аттракторах и репеллерах и является функцией
Морса на дополнении к ним. Гладкость такой функции обеспечивается технической
Теоремой 1.

В главе 5 рассмотрены Ω-устойчивые диффеоморфизмы, заданные на замкнутой
ориентируемой поверхности M2, чье неблуждающее множество содержит хотя бы од-
но нетривиальное нульмерное базисное множество без пар сопряженных точек. Как
следует из приведенного ниже основного результаты этой главы, наличие такого ба-
зисного множества является препятствием к существованию энергетической функции
у диффеоморфизма.

Теорема 3 ([1]∗, Theorem 1). Каждый Ω-устойчивый диффеоморфизм f : M2 →
M2, заданный на замкнутой ориентируемой поверхности M2, неблуждающее мно-
жество которого содержит нульмерное нетривиальное базисное множество без пар
сопряженных точек, не обладает энергетической функцией.

Доказательство Теоремы 3 базируется на свойствах нульмерных нетривиальных
базисных множеств без пар сопряженных точек. Идея изучения таких множеств с по-
мощью универсального накрытия плоскостью Лобачевского развита в работах В.З.
Гринеса и Х. Калая [22, 26, 34]. Отсутствие пар сопряженных точек у нульмерного
базисного множества позволяет выделить гирлянды из его граничных точек, чьи ин-
вариантные многообразия разбиваются на пары, имеющие одинаковое асимтотической
поведение на абсолюте. Множество, ограниченное двумя парами таких многообразий
разной устойчивости, является диском, внутренность которого состоит из блуждаю-
щих точек диффеоморфизма. Отсутствие энергетической функции на таком диске
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связано с тем, что на неустойчивом многообразии она должна принимать значения
строго меньшие, а на устойчивом строго большие своего значения на самом базисном
множестве. В технической лемме 5.1 доказано, что любая функия с такими свойствами
имеет критические точки во внутренности диска, что противоречит свойству энерге-
тической функции не иметь критических блуждающих точек.

В главе 6 получено частичное решение проблемы Смейла, касающейся описания
диаграмм (A,B)-диффеоморфизмов (удовлетворяющих аксиомам A и B), построен-
ных на основе частичного порядка С. Смейла на множестве его базисных множеств.
Диаграмма Смейла является частным случаем диаграммы Хассе частично упорядо-
ченного множества (X,≺) и представляет из себя граф, вершинами которого являются
элементы множества X, а пара (x, y) образует ребро, если x ≺ y и @z : x ≺ z, z ≺ y. В
лемме 6.1 установлено, что диаграмма Смейла любого Ω-устойчивого диффеоморфиз-
ма является связной диаграммой Хассе. С помощью хирургической операции Смейла
конструируются модельные диффеоморфизмы двумерного тора. В лемме 6.6 полу-
чены необходимые и достаточные условия топологической сопряженности модельных
диффеоморфизмов. Далее вводится классH Ω-устойчивых диффеоморфизмов поверх-
ности, являющихся связной суммой модельных диффеоморфизмов. Основным резуль-
татом раздела является следующая теорема.

Теорема 4 ([21]∗, Теорема). Любая связная диаграмма Хассе реализуется неко-
торым диффеоморфизмом из класса H.

Размеченной диаграммой Смейла называется диаграмма Смейла, в которой около
каждой вершины дополнительно указан класс топологической сопряженности ограни-
чения диффеоморфизма на соответствующем базисном множестве. Для диффеомор-
физмов f, f ′ ∈ H изоморфность их размеченных диаграмм Смейла является необхо-
димым и достаточным условием их Ω-сопряженности. Однако сопрягающий гомеомор-
физм в общем случае не продолжается с базисных множеств на несущую поверхность.
В работе выделен подкласс H∗ ⊂ H диффеоморфизмов, у которых любые два модель-
ных диффеоморфизма связаны не более, чем по одной орбите. Для таких диффео-
морфизмов класс изоморфности размеченной диаграммы Смейла является полным
инвариантом объемлющей Ω-сопряженности.

Теорема 5 ([2]∗, Теорема). Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ H∗ объемлюще Ω-
сопряжены тогда и только тогда, когда их размеченные диаграммы изоморфны.

В главе 7 рассматриваются Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерными
нетривиальными множествами. Именно, для класса T (M3) структурно устойчивых
диффеоморфизмов с двумерным растягивающимся аттрактором или сжимающимся
репеллером из результатов В.З. Гринеса, Е.В. Жужомы и В.С. Медведева [24, 35]
известно, что все остальные базисные множества таких диффеоморфизмов являются
тривиальными, нетривиальное базисное множество имеет связки только степени два,
а несущее многообразие всегда гомеоморфно трехмерному тору. Кроме того, нетри-
виальное базисное множество отделяется от множества с регулярной динамикой так
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называемой характеристической сферой. Этот факт позволяет доказать ручное вложе-
ние сепаратрис седловых точек и построить энергетическую функцию Морса для рас-
сматриваемого диффеоморфизма вне растягивающегося аттрактора (сжимающегося
репеллера), воспользовавшись результатами В.З. Гринса, Ф. Лауденбаха и О.В. По-
чинки [9] о существовании энергетической функции Морса для 3-диффеоморфизмов
Морса-Смейла. Теорема 1 позволяет гладко продолжить построенную функцию на
нетривиальное базисное множество и, таким образом, доказать следующую теорему.

Теорема 6 ([29]∗, Теорема 1). Для любого диффеоморфизма f ∈ T (M3) суще-
ствует гладкая энергетическая функция, являющаяся функцией Морса вне нетриви-
ального базисного множества.

Аналогичный результат получен для класса Q(M3) Ω-устойчивых 3-
диффеоморфизмов с двумерным цепно рекуррентным множеством.

Теорема 7 ([30]∗, Теорема 1.1). Любой диффеоморфизм f ∈ Q(M3) обладает
гладкой энергетической функцией.

Идея доказательства теоремы 7 основана на том, что любое базисное множество
рассматриваемого диффеоморфизма является тором, ручно вложенным в многооб-
разие M3, а сам диффеоморфизм топологически сопряжен с косым произведением
диффеоморфизма Аносова и грубого преобразования окружности. Этот факт, следу-
ющий из работ В.З. Гринеса, Е.В. Жужомы, В.С. Медведева, Ю.А. Левченко и О.В.
Починки [10, 27, 25], позволяет построить гладкую энергетическую функцию на блуж-
дающем множестве такого диффеоморфизма. Для продолжения построенной функции
на цепно рекуррентное множество используется Теорема 1.

В главе 8 рассматриваются 3-диффеоморфизмы с динамикой одномерный
источник-сток. В этом случае аттрактор (репеллер) автоматически является растя-
гивающимся (сжимающимся). Р. Вильямс [19] показал, что динамика на таких ба-
зисных множествах сопряжена сдвигу обратного предела ветвленного 1-многообразия
относительно растягивающего отображения. Конструкция 3-диффеоморфизмов с ди-
намикой одномерный аттрактор-репеллер впервые была предложена Дж. Гиббонсом
[7]. Он построил множество моделей на 3-сфере с базисными множествами, являю-
щимися соленоидами Смейла, и доказал, что все примеры не являются структурно
устойчивыми. Б. Жанг, Я. Ни и С. Вонг [12] доказали, что трехмерное многообра-
зие M3 допускает диффеоморфизм f , неблуждающее множество которого состоит из
аттракторов и репеллеров, являющихся соленоидами Смейла, тогда и только тогда,
когда M3 — это линзовое пространство L(p, q) с p 6= 0. Они также показали, что такие
диффеоморфизмы не являются структурно устойчивыми.

Все обобщения соленоидов Смейла как пересечений вложенных ручечных тел не
являются поверхностными. Более того, все известные примеры диффеоморфизмов с
обобщенными соленоидами в качестве аттрактора и репеллера не являются структурно
устойчивыми.

Заметим, что рассматриваемая динамика одномерный источник-сток на поверхно-
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сти не является структурно устойчивой в силу результатов Р. Робинсона и Р. Вильям-
са [18]. Естественный способ получить поверхностный одномерный аттрактор для 3-
диффеоморфизма f — взять аттрактор A некоторого 2-диффеоморфизма и умножить
его захватывающую окрестность на сжатие в трансверсальном направлении. В таком
случае A называется канонически вложенным поверхностным аттрактором.

В настоящей работе построены примеры 3-диффеоморфизмов с канонически вло-
женными поверхностными одномерными аттрактором и репеллером, а именно, дока-
зана следующая теорема.

Теорема 8 ([3]∗, Theorem 1). Существует бесконечное число попарно Ω-
несопряженных 3-диффеоморфизмов, неблуждающие множества которых попарно
гомеоморфны и каждое из них является объединением канонически вложенных одно-
мерных поверхностных аттрактора и репеллера.

Поверхностная динамика построенных диффеоморфизмов и результат Теоремы 1
позволяют доказать для них существование гладкой энергетической функции.

Теорема 9 ([3]∗, Theorem 2, [3]∗, Theorem 1). У каждого Ω-устойчивого диф-
феоморфизма, заданного на замкнутом ориентируемом трехмерном многообразии
M3, неблуждающее множество которого состоит из объединения связных канони-
чески вложенных одномерных поверхностных аттрактора и репеллера, существует
гладкая энергетическая функция.

Хр. Бонатти, Н. Гильман [4] и И. Ши [16] построили примеры структурно устойчи-
вых 3-диффеоморфизмов с динамикой одномерный аттрактор-репеллер. Но вложение
базисных множеств в несущее многообразие столь нетривиально, что не позволяет нам
решить проблему существования энергетической функции для таких диффеоморфиз-
мов.

Заключение. Значительная часть настоящей диссертационной работы посвящена
построению энергетических функций для Ω-устойчивых диффеоморфизмов с хаоти-
ческой динамикой, заданных на 2- и 3-многообразиях. Основным результатом рабо-
ты является конструктивное доказательство существования гладкой энергетической
функции для следующих классов диффеоморфизмов:

• Ω-устойчивые диффеоморфизмы поверхности, все нетривиальные базисные мно-
жества которых являются одномерными (Теорема 2);

• структурно устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерным растягивающимся ат-
трактором или сжимающимся репеллером (Теорема 6);

• Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с двумерным цепно рекуррентным множе-
ством (Теорема 7);

• Ω-устойчивые 3-диффеоморфизмы с динамикой одномерный канонически вло-
женный поверхностный аттрактор-репеллер (Теорема 9).
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Конструкция гладкой энергетической функции существенно опирается на динами-
ческие свойства рассматриваемых диффеоморфизмов и техническую

• теорему о сглаживании непрерывной функции (Теорема 1)

В классе Ω-устойчивых 3-диффеоморфизмов с динамикой одномерный канониче-
ски вложенный поверхностный аттрактор-репеллер диссертаном построено

• бесконечное множество попарно Ω не сопряженных диффеоморфизмов (Теорема
8).

Кроме того, в диссертационной работе доказан

• факт отсутствия энергетической функции (даже в непрерывной категории) у Ω-
устойчивых диффеоморфизмов поверхности с нульмерным нетривиальным ба-
зисным множеством без пар сопряженных точек (Теорема 3).

Также в работе частично решена проблема Смейла, касающаяся описания диа-
грамм Ω-устойчивых диффеоморфизмов, построенных на основе частичного порядка
С. Смейла на множестве его базисных множеств. С помощью хирургической операции
Смейла построены модельные диффеоморфизмы на двумерном торе и доказано, что

• любая диаграмма Смейла может быть реализована Ω-устойчивым диффеомор-
физмом поверхности, являющимся связной суммой модельных диффеоморфиз-
мов (Теорема 4);

• выделен подкласс связных сумм модельных диффеоморфизмов, для которых
класс изоморфности размеченной диаграммы Смейла является полным инвари-
антом объемлющей Ω-сопряженности (Теорема 5).
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