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Аннотация
Мы исследуем полярные потоки на 𝑛-мерной сфере (𝑛 ⩾ 3) и доказываем, что
хотя бы одно инвариантное многообразие любого седлового состояния равно-
весия такого потока содержит гетероклиническую траекторию.

Напомним, что гладкий поток 𝑓 𝑡 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛, заданный на
замкнутом гладком 𝑀𝑛 многообразии размерности 𝑛, назы-
вается полярным потоком, если:
1. его неблуждающее множество Ω𝑓 𝑡 состоит из конечно-

го числа состояний равновесия, все они гиперболические,
при этом множество стоковых (источниковых) состояний
равновесия состоит из единственной точки;

2. инвариантные многообразия седловых состояний равнове-
сия пересекаются трансверсально.

Непустое пересечение инвариантных многообразий раз-
личных седловых состояний равновесия будем называть
гетероклиническим пересечением, а каждую траекторию,
принадлежащую этому перечесению — гетероклинической
траекторией.
Напомним, что индексом Морса гиперболического состоя-

ния равновесия 𝑝 называется число 𝑖𝑝, равное размерности
его неустойчивого многообразия 𝑊 𝑢

𝑝 . Пусть 𝑓 𝑡 — полярный
поток на сфере 𝑆𝑛 размерности 𝑛 ≥ 3. В силу формулы
Пуанкаре-Хопфа∑︁

𝑝∈Ω𝑓𝑡

(−1)𝑖𝑝 = 𝜒(𝑆𝑛) =

{︃
2, 𝑛 = 2𝑘;

0, 𝑛 = 2𝑘 + 1.

Отсюда непосредственно следует, что число седловых со-
стояний равновесия потока 𝑓 𝑡 чётно и число сёдел с чётным
индексом Морса равно числу сёдел с нечётным индексом
Морса.
Теорема 1. Для любого седлового состояния равновесия 𝜎
потока 𝑓 𝑡 хотя бы одно из его инвариантных многообразий
пересекается с инвариантным многообразием седлового со-
стояния равновесия, отличного от 𝜎.
Скетч доказательства. Пусть 𝜎 — cедловое состояние

равновесия потока 𝑓 𝑡 и 𝑙𝑢𝜎 — компонента связности многооб-
разия 𝑊 𝑢

𝜎 ∖ 𝜎 (неустойчивая сепаратриса).
В силу теоремы 2.3 работы [1]

cl 𝑙𝑢𝜎 ∖ (𝑙𝑢𝜎 ∪ 𝜎) =
⋃︁

𝑝∈Ω𝑓𝑡:𝑙
𝑢
𝜎∩𝑊 𝑠

𝑝 ̸=∅

𝑊 𝑢
𝑝 .

Отсюда следует, что если 𝑙𝑢𝜎∩𝑊 𝑠
𝑝 = ∅ для любого седлового

состояния равновесия 𝑝, то множество cl 𝑙𝑢𝜎 ∖ (𝑙𝑢𝜎∪𝜎) состоит
из единственной стоковой точки.

Пусть 𝑖𝜎 = 1. Из определения полярного потока следует,
что 𝑙𝑢𝜎 не пересекается ни с одним инвариантным многооб-
разием седлового состояния равновесия.
Пусть 𝑖𝜎 ∈ {2, . . . , 𝑛 − 1}. Предположим, что 𝑊 𝑢

𝜎 не со-
держит гетероклинических траекторий. Тогда из сказанного
выше следует, что cуществует единственная стоковая точка
𝜔 такая, что 𝑐𝑙𝑊 𝑢

𝜎 = 𝑊 𝑢
𝜎 ∪ 𝜔.

Рассмотрим случай 𝑖𝜎 = 𝑛− 1. Тогда 𝑐𝑙𝑊 𝑢
𝜎 является сфе-

рой размерности (𝑛−1). Из теоремы Жордана-Брауэра сле-
дует, что 𝑐𝑙𝑊 𝑢

𝜎 делит несущую сферу 𝑆𝑛 на две компоненты
связности 𝐷+, 𝐷−. Так как 𝑊 𝑠

𝜎 одномерно, то 𝜎 делит 𝑊 𝑠
𝜎

на две компоненты связности 𝑙𝑠+ ⊂ 𝐷+, 𝑙
𝑠
− ⊂ 𝐷−. Тогда

из теоремы 2.3 работы [1] следует, что каждое из множеств
𝐷+, 𝐷− содержит по крайней мере один источник, что про-
тиворечит определению полярного потока. Следовательно,
существует седловое состояние равновесия 𝑝 ̸= 𝜎 такое, что
𝑊 𝑢

𝜎 ∩𝑊 𝑠
𝑝 ̸= ∅.

Рассмотрим случай 𝑖𝜎 ∈ {2, . . . , 𝑛 − 2}. Тогда замыкания
𝑐𝑙𝑊 𝑢

𝜎 , 𝑐𝑙 𝑊
𝑠
𝜎 инвариантных многообразий точки 𝜎 являются

сферами размерностей 𝑖𝜎, 𝑛− 𝑖𝜎, соответственно. Эти сфе-
ры пересекаются в единственной точке 𝜎, поэтому их ин-
декс пересечения по модулю равен единице. Пусть 𝑆𝑖𝜎 ⊂ 𝑆𝑛

— сфера размерности 𝑖𝜎 такая, что 𝑆𝑖𝜎 ∩ 𝑐𝑙𝑊 𝑠
𝜎 = ∅. То-

гда индекс пересечения сфер 𝑆𝑖𝜎, 𝑐𝑙 𝑊 𝑠
𝜎 равен нулю. Так как

группы гомологий 𝐻𝑖𝜎(𝑀
𝑛), 𝐻𝑛−𝑖𝜎(𝑀

𝑛) тривиальны, то сфе-
ры 𝑆𝑖𝜎, 𝑐𝑙 𝑊 𝑢

𝜎 гомологичны. Из [2, Теорема I §70] следует, что
индекс пересечения является гомологическим инвариантом,
получаем противоречие. Следовательно, и в этом случае су-
ществует седловое состояние равновесия 𝑝 ̸= 𝜎 такое, что
𝑊 𝑢

𝜎 ∩𝑊 𝑠
𝑝 ̸= ∅.
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