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Напомним, что поток 𝑓 𝑡 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 на замкнутом 𝑛-
мерном многообразии называется полярным, если выполня-
ются следующие условия:
• Неблуждающее множество Ω𝑓 𝑡 потока состоит из конечно-

го числа гиперболических состояний равновесия, при этом
множество источниковых (стоковых) состояний равнове-
сия состоит ровно из одной точки.

• Инвариантные многообразия состояний равновесия пере-
секаются трансверсально.

Пусть 𝑓 𝑡 — полярный поток на сфере 𝑆4, неблуждающее
множество которого состоит из источника 𝛼, стока 𝜔 и двух
седел 𝜎1, 𝜎2 с индексами Морса, равными 1 и 2 соответ-
ственно. Обозначим за 𝑊 𝑠

𝜎𝑖
,𝑊 𝑢

𝜎𝑖
устойчивое и неустойчивое

многообразие седла 𝜎𝑖. В силу работ [1], [2] для потока 𝑓 𝑡

существует энергетическая функция 𝜙 : 𝑆4 → R — глад-
кая функция Морса, строго убывающая вдоль незамкнутых
траекторий потока, множество критических точек которой
совпадает с множеством Ω𝑓 𝑡 и такая, что 𝜙(𝑝) = 𝑑𝑖𝑚𝑊 𝑢

𝑝

для любого 𝑝 ∈ Ω𝑓 𝑡. Положим

Σ𝑓 𝑡 = 𝜙−1(3/2).

Из Теоремы 2.3 работы [3] следует, что замыкания
cl𝑊 𝑢

𝜎1
, cl𝑊 𝑠

𝜎2
, помимо самих многообразий, содержат един-

ственную точку — сток и источник соответственно. Значит,
множества

𝐴𝑓 𝑡 = cl𝑊 𝑢
𝜎1
, 𝑅𝑓 𝑡 = cl𝑊 𝑠

𝜎2

являются простой замкнутой дугой и двумерной сферой со-
ответственно, гладко вложенными в 𝑆4 во всех точках, кро-
ме, возможно, точек 𝜔, 𝛼.
Теорема 1.Σ𝑓 𝑡 гомеоморфно прямому произведению S2×S1,
при этом множество 𝑊 𝑠

𝜎1
∩ Σ𝑓 𝑡 является двумерной сфе-

рой, не ограничивающей шар в Σ𝑓 𝑡, а множество 𝑊 𝑢
𝜎2
∩Σ𝑓 𝑡

является простой замкнутой дугой.
Доказательство. По определению множество Σ𝑓 𝑡 являет-

ся границей множества 𝑁 = 𝜙−1([0, 3/2]). Из теории Морса
следует, что 𝑁 гомеоморфно многообразию, полученному
приклеиванием к шару 𝐵4 ручки индекса 1, следовательно,
гомеоморфно B3×S1. Отсюда следует, что Σ𝑓 𝑡 гомеоморфно
прямому произведению S2 × S1.
Пересечение𝑊 𝑠

𝜎1
∩Σ𝑓 𝑡 является поверхностью без контакта

для ограничения потока 𝑓 𝑡 на множество 𝑊 𝑠
𝜎1
∖ 𝜎1, поэтому

оно диффеоморфно прямому произведению (𝑊 𝑠
𝜎1
∩Σ𝑓 𝑡)×R,

и 𝑊 𝑠
𝜎1
∩ Σ𝑓 𝑡 — деформационный ретракт для 𝑊 𝑠

𝜎1
∖ 𝜎1. По-

скольку это множество гомеоморфно R3 ∖𝑂 и, следователь-
но, односвязно, то 𝑊 𝑠

𝜎1
∩ Σ𝑓 𝑡 также односвязно и поэтому

гомеморфно либо плоскости, либо двумерной сфере. В пер-
вом случае множество 𝑊 𝑠

𝜎1
∖ 𝜎1 гомеоморфно R3, что невоз-

можно, поэтому оно гомеомофно сфере.
Положим 𝑆2

𝑓 𝑡 = 𝑊 𝑠
𝜎1
∩ Σ𝑓 𝑡. Эта сфера ограничивает шар

𝐵3 ⊂ 𝑊 𝑠
𝜎1

такой, что 𝜎1 ∈ int𝐵3. Следовательно, коэф-
фициент зацепления сферы 𝑆2

𝑓 𝑡 и дуги 𝐴𝑓 𝑡 равен единице.
Поэтому сфера не ограничивает никакого шара в Σ𝑓 𝑡 (т. к.

в противном случае коэффициент зацепления сфер был бы
равен нулю).
Аналогично доказывается, что множество 𝑊 𝑢

𝜎2
∩ Σ𝑓 𝑡 явля-

ется замкнутой дугой 𝑆1
𝑓 𝑡.

Напомним, что замкнутое многообразие 𝑋 ⊂ 𝑀𝑛 размер-
ности 𝑚 является локально плоским в 𝑀𝑛 в точке 𝑥, если
существует окрестность точки 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ⊂ 𝑀𝑛 и гомеомор-
физм ℎ : 𝑈𝑥 → R𝑛 такой, что ℎ(𝑋 ∩ 𝑈𝑥) является коорди-
натной гиперплоскостью R𝑚 ⊂ R𝑛.
Теорема 2. Сфера 𝑅𝑓 𝑡 является локально плоской в каж-
дой точке.
Доказательство. Из Теоремы 2.3 работы [3] непосред-

ственно следует, что неустойчивое (устойчивое) многообра-
зие особой точки является гладким подмногообразием, по-
этому сфера 𝑅𝑓 𝑡 = 𝑊 𝑠

𝜎2
∪ 𝛼 является гладко вложенной во

всех точках, кроме, возможно, точки 𝛼.
Положим 𝑆3

𝛼 = 𝜙−1(7/2). Из леммы Морса следует, что 𝑆3

является гладко вложенной сферой размерности 3, ограни-
чивающей шар 𝐵4

𝛼 = 𝜙−1[7/2; 4]. Положим 𝐾 = 𝑅𝑓 𝑡 ∩ 𝑆3
𝛼.

Аналогично теореме 1 доказывается, что 𝐾 является про-
стой замкнутой кривой (узлом). Поток 𝑓 𝑡 индуцирует гомео-
морфизм 𝜃 : 𝑆3

𝛼 ∖𝐾 → Σ𝑓 𝑡 ∖ 𝑅𝑓 𝑡, ставящий в соответствие
каждой точке 𝑥 ∈ 𝑆3

𝛼 ∖𝐾 точку 𝑦 ∈ Σ𝑓 𝑡 ∖𝑅𝑓 𝑡, являющуюся
точкой пересечения орбиты точки 𝑥 с многообразием Σ𝑓 𝑡.
Следовательно, Σ𝑓 𝑡 может быть получено из 𝑆3

𝛼 хирурги-
ей Дэна вдоль узла 𝐾. В работе [4] доказывается, что узел
𝐾 является тривиальным. Пусть 𝜓 : 𝑆3

𝛼 → S3 — произ-
вольный гомеоморфизм. Каждой точке 𝑥 ∈ 𝐵4

𝛼 ∖ 𝛼 поста-
вим в соответствие время 𝑡𝑥 такое, что 𝑓 𝑡𝑥(𝑥) ∈ 𝑆3

𝛼 и опре-
делим гомеоморфизм Ψ : 𝐵4

𝛼 → B𝑛, сопрягающий поток
𝑓 𝑡|𝐵4

𝛼
с линейным потоком 𝑎𝑡0 в R𝑛, определенным формулой

𝑎𝑡0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (2𝑡𝑥1, . . . , 2
𝑡𝑥𝑛). Для этого положим

Ψ(𝑥) =

{︃
𝑎−𝑡𝑥0 (𝜓(𝑓 𝑡𝑥(𝑥))), 𝑥 ∈ 𝐵4

𝛼 ∖ 𝛼
𝑂, 𝑥 = 𝛼.

По построению Ψ(𝑊 𝑠
𝜎2
∩𝐵4

𝛼) ⊂ 𝑂𝑥1𝑥2, cледовательно, сфера
𝑅𝑓 𝑡 является локально плоской в точке 𝛼.
Благодарности. Работа выполнена в рамках проекта №

23-00-028 «Динамические системы с многомерным фазовым
пространством: от регулярной динамики к хаосу» конкурса
научно-учебных групп НИУ ВШЭ в 2023 г.

Список литературы

[1] Smale S. On gradient dynamical systems. Annals of
Mathematics. 1961. V. 74. P. 199–206.

[2] Meyer K.R. Energy functions for Morse-Smale systems//
Amer. J. Math. 1968, V. 90. P. 1031–1040.

[3] Smale S., Differentiable dynamical systems, Bull. Amer.
Math. Soc., 73:6 (1967), 747—817

[4] Gabai D. Foliations and the topology of 3-manifolds III, J.
Differential Geometry, 26 (1987), 479-536


