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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå âûäåëåí êëàññ êàñêàäîâ ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé, äîïóñêàþùèõ òîïîëîãè÷å-
ñêóþ êëàññèôèêàöèþ â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ, ïîñòðîåí êàíîíè÷åñêèé ïðåäñòàâèòåëü
êàæäîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè íà ìíîæåñòâå òàêèõ ñèñòåì è ïîëó÷åíà
îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.Ïóñòü Mn � ñâÿçíîå ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè
n ≥ 1. Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn, íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà�Ñìåéëà,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê;

2. èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W s
p ,W

u
q ëþáûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåð-

ñàëüíî.

Â ñåðèè ðàáîò 2000-2019 ãîäà Õ. Áîíàòòè, Â.Ç. Ãðèíåñà, Î.Â. Ïî÷èíêè ïðè ó÷àñòèè
Ô. Ëàóäåíáàõà è Â.Ñ. Ìåäâåäåâà ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì. îáçîð [2]). Èíâàðèàíò,
êîòîðûé ïðåäëàãàëñÿ â ýòîé ðàáîòå, íàçâàííûé ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà, ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé íàáîð, âêëþ÷àþùèé ïðîñòðàíñòâî îðáèò îãðàíè÷åíèÿ èññëåäóåìîãî êàñêàäà íà
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ è ïðîåêöèè äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ â
ýòî ïðîñòðàíñòâî.
Â ðàáîòå [4] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå òðèâèàëüíîñòè ñõåìû è äîêàçàíî, ÷òî äèôôåîìîð-
ôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà, ñõåìà êîòîðîãî òðèâèàëüíà, âêëþ÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðèâèàëü-
íîé ñõåìîé è íå èìåþùèå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, äîïóñêàþò òîïîëîãè÷åêóþ
êëàññèôèêàöèþ â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ, àíàëîãè÷íî ïîòîêàì Ìîðñà-Ñìåéëà.
Ïðåäñòàâèì ìíîãîîáðàçèå M 3 â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ
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Èç [3] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af , Rf , Vf ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè, ïðè÷åì ìíîæåñòâî Af

ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, Rf � ðåïåëëåðîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂f = Vf/f ïðîñòðàíñòâî îðáèò äåéñòâèÿ f íà Vf è ÷åðåç pf : Vf → V̂f
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Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð Sf = (V̂f , L̂
s
f , L̂

u
f , ηf) íàçûâàåòñÿ ñõåìîé äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ G(M 3).

Îïðåäåëåíèå 3.Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîì f, f ′ ∈ G(M 3) íàçûâàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ òàêîé, ÷òî ϕ̂(L̂sf) = L̂sf ′,

ϕ̂(L̂uf) = L̂uf ′ è ηf = η
f ′ϕ̂∗.

Óòâåðæäåíèå 1. [1]
Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G(M 3) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sg îðèåíòèðóåìóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà g =
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f |+2
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è ïîëîæèì Vg = Sg × R, V̂g = Sg × S1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñõåìà Sf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M 3) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé,

åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì ψ̂
f

: V̂f → V̂g òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè λ̂ ìíîæåñòâà L̂sf ∪ L̂uf íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ äóãà cλ̂ ⊂ Sg òàêàÿ,
÷òî ψ̂

f
(λ̂) = cλ̂ × S1.

Óòâåðæäåíèå 2.Ïóñòü f ∈ G(M 3). Òîãäà:

1. åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê;

2. îãðàíè÷åíèå f íà êàæäîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ëþáîé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé
òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ;

3. çàìûêàíèÿ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêèìè äóãàìè èëè ñôåðàìè.

Ïóñòü G(M 3) � êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðå-
ñå÷åíèé, âêëàäûâàþùèõñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê. Ïîëîæèì Ωi

f = {p ∈ Ωf | dim W u
p =

i}, i ∈ {0, 1, 2, 3}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lf ìíîæåñòâî âñåõ çàìûêàíèé äâóìåðíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðèçìà f . Òàê êàê f ∈ G(M 3), òî
ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Lf ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêîé ñôåðîé. Ïóñòü Df îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
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Ðèñ. 1: Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G(M 3), åãî äâóõöâåòíûé ãðàô è ñõåìà

Îïðåäåëåíèå 5.Äâóõöâåòíûì ãðàôîì êàñêàäà f ∈ G(M 3) íàçîâåì ãðàô Γf ñî ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ìíîæåñòâî V (Γf) âåðøèí ãðàôà Γf íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ìíîæåñòâîì Df , ìíîæåñòâî E(Γf) ðåáåð ãðàôà Γf íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì Lf ;

2. âåðøèíû vi, vj èíöèäåíòíû ðåáðó ei,j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
èì îáëàñòè Di, Dj èìåþò îáùóþ ãðàíèöó;

3. ðåáðî ei,j èìååò öâåò s (u) åñëè îíî ñîîòâåòñòâóåò ñôåðå clW s
σ1
∈ Lf (clW u

σ2
∈ Lf).

Òàê êàê ñõåìà Sf äèôôåîìîðôèçìà f òðèâèàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

ψ̂
f

: V̂f → V̂g. Îáîçíà÷èì ψ̂−1
f

(Sg × {x}) = S̃g, ãäå x ∈ S1. Òîãäà p−1
f (S̃g) =

⋃
i∈z

S̃ig
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé â Vf , ãîìåîìîðôíûõ Sg, è
ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü S̃0

g = Σf òàêàÿ, ÷òî S̃ig = f i(S̃0
g).

Ãðàô Γf âêëàäûâàåòñÿ â Σf ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ ñôåðà L ∈ Lf (à ñëåäî-
âàòåëüíî, è êàæäàÿ îáëàñòü D ∈ Df) ïåðåñåêàåò Σf â òî÷íîñòè ïî îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè. Âûáåðåì ïî òî÷êå â êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

⋃
D∈Df

(D∩Σf).

Åñëè â ãðàíèöó îáîèõ îáëàñòè di, dj ∈
⋃

D∈Df
(D ∩ Σf) âõîäèò ñôåðà li,j ∈

⋃
L∈Lf

(L ∩ Σf),

òî ñîåäèíèì âûáðàííûå òî÷êè, ëåæàùèå â îáëàñòÿõ di, dj, ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êðè-
âîé, òðàíñôåðñàëüíî ïåðåñåêàþùåé ñôåðó li,j. Ïîëó÷åííûé îáðàç ãðàôà Γf áóäåì òàêæå
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γf .

Ðèñ. 2: Âëîæåíèå ãðàôà Γf â Σf

Òåîðåìà 1.Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G(M 3) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èõ ãðàôû Γf è Γf ′ èçîìîðôíû.

Êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå òîãî ôàêòà, ÷òî
èç èçîìîðôèçìà ãðàôîâ Γf ,Γf ′ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìåîìîðôèçìà h : Σf → Σf ′,
ïåðåâîäÿùåãî ìíîæåñòâî Lf ∩ Σf â ìíîæåñòâî Lf ′ ∩ Σf ′

Òåîðåìà 2.Äëÿ ëþáîãî ãðàôà Γ, ðåáðà êîòîðîãî îêðàøåíû â äâà öâåòà ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f ∈ G(M 3), äâóõöâåòíûé ãðàô Γf êîòîðîãî èçî-
ìîðôåí ãðàôó Γ ïîñðåäñòâîì èçìîðôèçìà ζ : Γf → Γ òàêîãî, ÷òî Pf = ζ−1Pζ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà, ÷åðåç l �
÷èñëî óçëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà è ïîëîæèì gf = gf ′ = l−k+2

2 .

Òåîðåìà 3.Åñëè gf = 0, òî ãðàôû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G(M 3) Γf è Γf ′ ÿâëÿþòñÿ
äåðåâüÿìè è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ ãðàôîâ Γf , Γf ′ çà âðåìÿ O(n), ãäå n -
÷èñëî âåðøèí.
Åñëè gf > 0, òî ãðàôû äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ G(M 3) Γf è Γf ′ èìååò â òî÷íîñòè
gf öèêëîâ è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ðàçëè÷åíèÿ ãðàôîâ Γf , Γf ′ çà âðåìÿ O(nO(gf)), ãäå n
- ÷èñëî âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 îñíîâûâàåòñÿ íà ïîñòðîåíèè îáû÷íûõ ãðàôîâ ïî äâóõöâåò-
íîìó ãðàôó è èñïîëüçîâàíèè äîêàçàííûõ îöåíîê ðàçëè÷åíèÿ îáûêíîâåííûõ ãðàôîâ îïè-
ñàííûõ â ðàáîòàõ [5] è [6].

Ðèñ. 3: Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðàôà Γf
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