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Определение и вычисление первообразной импульсной  
характеристики цилиндрической апертуры 

Рис. 1. Цилиндрическая апертура и её видимая из 
точки наблюдения часть 
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• Поле в любой точке пространства перед  
апертурой при известных излучённом 
сигнале и импульсной характеристике 

∞  

𝐸𝐸  𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡   = 𝑠𝑠′    𝑡𝑡   ∗ 𝐸𝐸𝛿𝛿    𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡 ≡ න 𝑠𝑠′    𝑟𝑟  𝐸𝐸𝛿𝛿    𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡 − 𝑟𝑟  𝑑𝑑𝑟𝑟 
−∞ 

• Первообразная импульсной характеристики 

𝐻𝐻  𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡   = 
𝑆𝑆𝑎𝑎 

1 𝑞𝑞  𝑟𝑟Ԧ𝑎𝑎     ⋅ 𝛼𝛼  𝑟𝑟Ԧ, 𝑟𝑟Ԧ𝑎𝑎  
න 2𝜋𝜋𝑐𝑐 𝑅𝑅 𝑐𝑐 

𝑅𝑅 
⋅ 𝛿𝛿   𝑡𝑡 − 𝑑𝑑𝑆𝑆 𝑎𝑎  

• Параметрическое задание цилиндрической  
апертуры (3) и точки наблюдения (4) 

𝑥𝑥𝑎𝑎   = 𝑅𝑅𝑐𝑐  cos 𝜑𝜑𝑎𝑎  , 𝑦𝑦𝑎𝑎   = 𝑅𝑅𝑐𝑐  sin 𝜑𝜑𝑎𝑎   , 𝜑𝜑𝑎𝑎   ∈   0; 2𝜋𝜋  , 𝑧𝑧𝑎𝑎   ∈   −𝐿𝐿; 𝐿𝐿 
 

𝑥𝑥 = 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑 , 𝑦𝑦 = 𝜌𝜌 sin 𝜑𝜑 , 𝜑𝜑 ∈   0; 2𝜋𝜋  , 𝑧𝑧 ∈   −∞; +∞ 
 
• Условие интегрирования видимой  

части апертуры 

𝑎𝑎  
𝑅𝑅𝑐𝑐 

𝜑𝜑 − 𝜑𝜑 ≤ arccos 𝜌𝜌 



Определение и вычисление первообразной импульсной  
характеристики цилиндрической апертуры 

q = 1, α = 1 

(6) 

где — неполный эллиптический интеграл 1 рода. 

Соответствующий неопределённый интеграл в явном виде: 

1 
2𝜋𝜋𝑐𝑐 𝐻𝐻  𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡 = න 𝑅𝑅  𝑑𝑑𝜑𝜑 

Φ  

𝑐𝑐  𝑎𝑎  

• Основная интегральная формула: 
∞  

−∞  
𝑅𝑅 

𝑞𝑞  𝑟𝑟Ԧ𝑎𝑎     ⋅ 𝛼𝛼  𝑟𝑟Ԧ, 𝑟𝑟Ԧ𝑎𝑎  
න ⋅ 𝛿𝛿 𝑐𝑐 𝑎𝑎  

𝑅𝑅 
𝑡𝑡 − 𝑑𝑑𝑧𝑧  , 𝑅𝑅 =   𝑟𝑟Ԧ − 𝑟𝑟Ԧ 𝑎𝑎  

= 𝑅𝑅2 + 𝜌𝜌2 − 2𝑅𝑅 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑 
𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑎𝑎 𝑎𝑎 + 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧 2 

𝑐𝑐  𝑐𝑐  𝑎𝑎  𝑐𝑐𝑡𝑡  2  − 𝜌𝜌2  − 𝑅𝑅2  + 2𝑅𝑅  𝜌𝜌 cos  𝜑𝜑   − 𝜑𝜑 𝜋𝜋 𝑐𝑐𝑡𝑡 2 − 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅 𝑐𝑐  
2 

න = ⋅ ℱ 2 
𝑑𝑑𝜑𝜑𝑎𝑎 𝑅𝑅𝑐𝑐 𝜑𝜑𝑎𝑎 − 𝜑𝜑 , 4𝑅𝑅𝑐𝑐𝜌𝜌 

𝑐𝑐𝑡𝑡 2 − 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2 + 𝐶𝐶 

𝜙𝜙  
ℱ 𝜙𝜙, 𝜅𝜅 ≡ ℱ 𝜙𝜙 𝜅𝜅2 ≡ න 

0 

𝑑𝑑𝜃𝜃 
1 − 𝜅𝜅2 sin2 𝜃𝜃 

𝑅𝑅𝑐𝑐 𝐻𝐻  𝑟𝑟Ԧ, 𝑡𝑡   = 2𝜋𝜋 ෍   න 
𝑛𝑛 =1 Φ𝑛𝑛  

2 
𝑞𝑞  𝑅𝑅𝑐𝑐  cos 𝜑𝜑𝑎𝑎  , 𝑅𝑅𝑐𝑐  sin 𝜑𝜑𝑎𝑎  , 𝑧𝑧𝑛𝑛    𝜑𝜑
𝑎𝑎  

⋅ 𝛼𝛼  𝑟𝑟Ԧ, 𝑅𝑅𝑐𝑐  cos 𝜑𝜑𝑎𝑎  , 𝑅𝑅𝑐𝑐  sin 𝜑𝜑𝑎𝑎  , 𝑧𝑧𝑛𝑛    𝜑𝜑
𝑎𝑎  𝑐𝑐𝑡𝑡 2 − 𝜌𝜌2 − 𝑅𝑅2 + 2𝑅𝑅 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑 

𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑎𝑎  

𝑑𝑑𝜑𝜑𝑎𝑎 

𝛿𝛿 𝐹𝐹 𝑧𝑧 𝑎𝑎  
𝛿𝛿 𝑧𝑧𝑎𝑎 − 𝑧𝑧𝑛𝑛 

= ෍  𝐹𝐹′  𝑧𝑧𝑛𝑛 
, 𝐹𝐹 𝑧𝑧 𝑎𝑎  

𝑅𝑅 1 
= 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 = 𝑡𝑡 − 𝑐𝑐 ⋅ 

𝑅𝑅2 + 𝜌𝜌2 − 2𝑅𝑅 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑 − 𝜑𝜑 + 𝑧𝑧   − 𝑧𝑧 2 
𝑐𝑐 𝑐𝑐 𝑎𝑎  𝑎𝑎  



ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ОСОБЕННОСТИ ПОЛЯ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ АПЕРТУРЫ 

(а) (б) 

 
Рис. 2. Геометрия задачи при разных значениях параметров 

• Ограничение на минимальное отклонение  
углов (следует из условия принадлежности  
кривой апертуре, см. рис. слева): 

Следует учитывать, начиная с момента касания  
нижней дугой нижнего края апертуры: 

(7) 

(8) 

• Ограничение на максимальное отклонение  
углов (для точек вне прожекторного луча): 

Следует учитывать, начиная с момента когда 
нижняя дуга дошла до верхнего края апертуры: 

(9) 

(10) 

𝑎𝑎  
𝑧𝑧 + 𝐿𝐿 2 − 𝑐𝑐𝑡𝑡 2 + 𝜌𝜌2 + 𝑅𝑅2 

𝜑𝜑   − 𝜑𝜑 ≥ arccos 𝑐𝑐 

2𝜌𝜌𝑅𝑅𝑐𝑐 

𝑡𝑡 > 
𝑧𝑧 + 𝐿𝐿 2 + 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2 

𝑐𝑐 

𝑎𝑎  𝜑𝜑   − 𝜑𝜑 ≤ arccos 𝑐𝑐 𝑧𝑧 − 𝐿𝐿 2 − 𝑐𝑐𝑡𝑡 2 + 𝜌𝜌2 + 𝑅𝑅2 

2𝜌𝜌𝑅𝑅𝑐𝑐 

𝑡𝑡 > 
𝑧𝑧 − 𝐿𝐿 2 + 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2 

𝑐𝑐 
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(а) (б) 
 
Рис. 3. Ограничение кривой пересечения 
горизонтом на апертуре 

Также ограничение на углы накладывает условие 
невыхода кривых за горизонт (5): 

Таким образом диапазон Φ𝑛𝑛 углов интегрирования 𝜑𝜑𝑎𝑎 

имеет вид ∆𝜑𝜑min ≤ |𝜑𝜑𝑎𝑎 − 𝜑𝜑| ≤ ∆𝜑𝜑max : 

(11) 

(12) 

Условие ненулевого вклада нижней ветви: 

(13) 

Анализ верхней ветви кривой пересечения абсолютно симметричен. 

𝜑𝜑𝑎𝑎 − 𝜑𝜑 ≤ arccos 𝑅𝑅𝑐𝑐Τ𝜌𝜌 

Δ𝜑𝜑𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛 = 
൞ 

𝑧𝑧+𝐿𝐿 2− 𝑐𝑐𝑡𝑡 2+𝜌𝜌2+𝑅𝑅2 
arccos 𝑐𝑐  , 1 

2𝜌𝜌𝑅𝑅𝑐𝑐  𝑐𝑐 
𝑡𝑡 > ⋅ 𝑧𝑧 + 𝐿𝐿 2 + 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2; 

1 0,  𝑡𝑡 < ⋅ 
𝑐𝑐 

𝑧𝑧 + 𝐿𝐿 2 + 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2; 

Δ𝜑𝜑 𝑚𝑚 𝑎𝑎
𝑥𝑥  

= 2𝑅𝑅𝑐𝑐𝜌𝜌  

2 2 2 2 

arccos 𝑅𝑅𝑐𝑐 +𝜌𝜌  − 𝑐𝑐𝑡𝑡   + 𝑧𝑧−𝐿𝐿   ⋅Θ 𝑧𝑧−𝐿𝐿 , 𝑡𝑡 < 
𝑐𝑐  𝜌𝜌2−𝑅𝑅2+ 𝑧𝑧−𝐿𝐿 2⋅Θ 𝑧𝑧−𝐿𝐿 

𝑐𝑐  
; 

arccos 𝑅𝑅𝑐𝑐   ,  𝑡𝑡 > 
𝑐𝑐  𝜌𝜌2−𝑅𝑅2+ 𝑧𝑧−𝐿𝐿 2⋅Θ 𝑧𝑧−𝐿𝐿 

𝜌𝜌  𝑐𝑐  
; 

𝑧𝑧 − 𝐿𝐿 2 ⋅ Θ 𝑧𝑧 − 𝐿𝐿 + 𝜌𝜌 − 𝑅𝑅𝑐𝑐  2 𝜌𝜌2 − 𝑅𝑅2 + 𝑧𝑧 + 𝐿𝐿 2 

𝑐𝑐 𝑐𝑐 < 𝑡𝑡 < 𝑐𝑐 , 𝑧𝑧 > −𝐿𝐿 



Первообразная импульсной характеристики 

(а) (б) 

Рис. 3. Первообразная импульсной характеристики при расположении точки наблюдения внутри  
прожекторного луча (а) и вне его (б). 



Первообразная импульсной характеристики 

Рис. 4. Карта пространственных особенностей цилиндрической апертуры. 

q = 1, α = 1 



Спасибо за внимание! 
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